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物体由重力驱动在颗粒介质中的运动过程，从动力学上可以用等效重力、颗粒床的黏性阻力及静压阻力来描

述 ,通过求解此动力学模型，找到了一个能够控制颗粒系统处于不同阻尼状态的参量!，!的表达式直接反映了黏
性阻力项和静压阻力项的竞争 ,这种竞争使得颗粒介质能够处于不同阻尼状态，表现出不同的表观阻力行为 ,根据
理论分析结果设计实验，实现了对颗粒介质体系阻尼状态的调节，验证了理论模型给出的运动物体在颗粒介质中

受到的阻力形式 ,
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! ; 引 言

颗粒介质作为一个复杂的非线性体系，其内部

不均匀分布的力链结构使其能够表现出许多不同于

通常固体和液体的奇特性质［!—+］,当物体在颗粒介
质中运动时，需要破坏颗粒介质内部的力链结构才

能够前进，这对于运动物体而言就表现为阻力 ,因此
研究运动物体在颗粒介质中受到的阻力，可以间接

地反映颗粒系统内部力链结构及其对外力的响应，

这是研究颗粒介质体系力学性质的一个重要途径和

方法 ,
在流体中慢速运动的球形物体，<=5>?@ 定律给

出其受到的黏性阻力为 ! A +!""#（ " 和 # 分别是物
体的半径和运动速度，"是流体的黏滞系数），这个
与速度相关的黏性阻力是物体在流体中运动时所受

阻力的主要来源 ,然而对于物体在流化的颗粒介质
中运动时所受到的阻力，其形式中是否也存在与流

体中相似的与速度相关的黏性项，仍然是一个有争

议的问题，近年来不同的研究小组给出了不同的实

验研究结果［)，&］,文献［)］研究了物体在重力作用下
以一定初速度 $% 撞击并穿透二维颗粒介质的过程，

发现物体受到的阻力 ! 正比于 $% ,而文献［&］的研究

则发现在松散的三维颗粒床中，由重力驱动以初速

度 $% A %坠入的物体，在运动过程中受到的阻力可
以用静压阻力#% 来描述（#是阻力系数，% 是物体
在颗粒介质中的穿透深度）,为了解决这一矛盾，探
索被外物撞击、侵入而流化的颗粒介质对侵入物的

阻力形式，我们研究了不同初速的物体对准二维（与

文献［)］中严格意义上的二维实验的不同之处将在
后面实验部分详细说明）和三维颗粒介质的撞击并

侵入的过程［*，!%］，发现在准二维实验中物体运动的

减速度随 & 减小，而在三维实验中其减速度随时间
变大，体现出了不同的表观阻力形式，分别类似于文

献［)］中的二维实验结果和文献［&］中的三维实验结
果 ,通过分析认为，物体在颗粒介质内部运动时，同
时受到黏性阻力$$（ $ 是物体的运动速度）和静压
阻力#% 的阻滞作用，在二维和准二维实验中黏性阻
力项起主要作用，而在三维的实验中静压阻力项占

主导地位，从而导致了不同的速度衰减趋势 ,
本文在已有研究工作［*—!!］的基础上，进一步探

究和验证物体在颗粒介质中运动的阻力形式 ,通过
分析和解析求解已建立的阻力模型，找到了一个能

够控制颗粒系统处于不同阻尼状态的参量! ,!的
表达式直接反映了黏性项和静压项的竞争，这种竞

争是颗粒系统能够处于不同阻尼状态，表现出不同
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表观阻力行为的根本原因，解释了运动物体在二维

及准二维颗粒介质和三维颗粒介质中所受阻力形式

不同这一现象 !同时通过设计实验，根据控制参量!
来调节实验参数，实现了对颗粒系统阻尼状态的调

节，验证了理论模型给出的阻力形式 !

" ! 三维和准二维实验及结果

三维实验在一个高为 "# $%，直径为 &’() $%的
圆柱形容器中进行，通过向容器中装满空心漂珠来

制备一个三维的颗粒床 !床颗粒（即空心漂珠）主要
成分为二氧化硅和氧化铝，其直径分布范围为 *+—
&,,!%，平均密度约为 ,()’- ./$%- !侵入物选用直径
! 为 " $%，质量 " 为 &"(- .的空心铜球，铜球尾部
粘有一根细金属丝以标记球在颗粒床中运动所到达

的位置 !准二维实验则采用了一个由有机玻璃板围
成的 "# $% 0 " $% 0 "+ $% 的矩形容器，容器内部同
样填充尺寸为 *+—&,,!%的空心漂珠作为颗粒床 !
侵入物采用厚度为 &(’ $%，直径 ! 为 "(#和 &(# $%
的铜柱（质量 " 分别为 *1(* 和 "1(#.）!与文献［*］
中床颗粒和侵入物都采用厚度相同的圆柱（直径不

同）的情形不同，此容器对于侵入物铜柱是二维体

系，而对于床颗粒（空心漂珠）则是其中一个横向维

度受限制的三维体系，故称之为准二维实验系统 !用
每秒 1)1帧的高速摄像机记录下侵入物以不同初速
度 #, 撞击并穿透三维和准二维颗粒床的过程，分析

其穿透深度 $ 随时间 % 的变化，根据 $（ %）的实验数
据作微分运算可以得到侵入物运动的瞬时速度 #
随时间 % 的变化关系 !
图 &和图 "中的散点分别是在三维和准二维实

验中得到的 #（ %）数据 !由图 &、图 "可见，两图中的
曲线有着完全不同的衰减趋势：三维实验的 #（ %）曲
线呈凸形，即

2" #
2 %" 3 ,；

而准二维实验中的 #（ %）曲线呈凹形，即
2" #
2 %" 4 , !

假设侵入物受到的全部阻力为 &2，在重力驱动下，
其所受合力为

’ 5 "( 6 &2 !
由牛顿第二定律可知，

" 2" #
2 %" 5 2’

2 % 5 6
2 &2
2 % !

这说明侵入物在颗粒介质中受到的阻力 &2 在三维
系统中随时间 % 的增大而增大，而在准二维系统中
&2 随 % 的增大而减小 !

图 & 三维实验中运动物体的速度变化及利用理论模型的弱阻

尼解形式拟合的结果

图 " 准二维实验中物体的速度变化及利用理论模型的强（临

界）阻尼解形式拟合的结果

类似于对物体在流体中运动情形的考虑，阻力

&2 的可能来源主要有两项，即与深度 $ 相关的静压
阻力项以及与速度 # 相关的黏性阻力项 !深度 $ 随
时间 % 的增大永远是增加的，而侵入物要停止下来
意味着其速度 # 必定最终随时间 % 的增大而减小 !
此实验结果表示在三维实验中与深度 $ 相关的静压
项在阻力中占主导地位，而在准二维实验中与速度

# 相关的黏性项占主导地位 !下面将根据在此分析
基础上建立的简单模型，作进一步分析和研究 !

- !理论分析及进一步的实验验证

先前的研究工作［’］表明，重力作用下物体在流
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化的颗粒介质中运动所受到的力，除了驱动力重力

!" 及以上提到的阻力（包括静压阻力项 #$ 和黏性
阻力项!%）之外，还需要附加类似“屈服应力”的摩
擦项 & !因此侵入物的受力方程为

! "%
" ’ # $!% $"$ $ & % !" ! （&）

令等效重力加速度

"’ # " $ & (!，
则（&）式变为

! "%
" ’ # $!% $"$ % !"’ ! （)）

对于（)）式这个常系数二阶微分方程（以 $ 为因变
量），根据实际的实验情况，可以给定初始条件 $（*）
# *，%（*）# %*，以构成一个完备可解体系 !令

# # !
!!"
，

$+,- # !"’ ("，

$ # !(! "，
将方程无量纲化，可以解析地得到三组解 !

&）当# #!( !! " . ) 时，即强阻尼条件下，方
程（)）的解为

$ ’( )$ ( $+,- # & % (/-0（$%’ ’ ($）

% )/-0（%1 ’ ($）， （2）
式中

%’ ## % #) $! 3
) ，

%1 ## $ #) $! 3
) ，

( #
%1 $

%*$
$+,-

%’ $%1
，

) #
$%’ %

%*$
$+,-

%’ $%1
!

)）当# #!( !! "4 )时，即弱阻尼条件下，方程
（)）的解为

$ ’( )$ ( $+,- # & % (/-0 $#’
)( )$ 567 &’

$ %( )’ ，（3）
式中

( # $ &
567’
，

& # 3 $#! )

) ，

’ # ,899:;
#
) $

%*$
$+,-







&
!

2）当# #!( !! " # )时，可称之为临界阻尼情
况，此时方程（)）的解为

$ ’( )$ ( $+,- # & % /-0 $#’
)( )$ ( ’

$ $( )& ，（<）
式中

( #
%*$
$+,-

$ #) !

在三维实验中，由于静压阻力占主导地位，可以

忽略掉黏性阻力项，即可以近似地认为# #!( !! "
# *!此时体系处于弱阻尼状态（# 4 )），根据（3）式
可知 %（ ’）在短时间内满足三角函数形式的变化规
律 !如图 &中实线所示，用公式

%（ ’）# "’
"(! !

567 #!!( )’ % %’* 9:5 #!!( )’
可以对所有的三维实验数据进行很好拟合 !而在二
维或准二维实验中，黏性阻力项起主要作用，体系将

处于强阻尼或临界阻尼状态 !在强阻尼情形下，方程
的解（2）式表明运动物体的速度变化 %（ ’）将呈指数
衰减趋势；而对于临界阻尼，由于每次碰撞侵入都是

一个快速过程，经历的总时间一般都小于 *=& 5，因
而 (’ ($ $ &" $ &，此时方程的解（<）式及相应的
%（ ’）也均近似为指数衰减形式 !图 )中的准二维实
验结果完全满足形如 % # * % +/-0（ $ ,’）（其中 *，,
和 + 为待定参数）的指数形式变化规律，拟合结果如
图中实线所示 !

控制参量# #!( !! "为黏性阻力系数!和静
压阻力系数"的平方根之比，反映了黏性阻力项和
静压阻力项的竞争特点，可以作为判别颗粒介质体

系处于何种阻尼状态的判据 !根据连续介质模型的
观点，静压阻力项系数"应该满足表达式

""(+ "!-)，

其中(+ 和 - 分别为颗粒床的体密度和侵入物的半
径 !文献［>］已经证实，对于被侵入物撞击流化的三
维颗粒床，"的实验值与连续介质模型给出的理论
值在数量级上符合 !而黏性阻力系数!表征的是侵
入物在运动过程中将颗粒介质向四周推开并穿入其

中的难易程度，!的取值显然也会随着侵入物尺寸
的增大而增大 !对于维度受限的准二维系统，!值要
远大于松散的三维系统，从而使得黏性阻力项!%
的作用超过静压阻力项"$ 的作用 !值得注意的是，
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在阻尼判据表达式! !"" !! #中，除了黏性阻力系
数"和静压阻力系数#之外，侵入物的质量 ! 也会
影响! 的取值 #在保持"和#不变的条件下，!

由大变小同样可能使得! !"" !! #从! $ % 变为

!"%，即使得颗粒系统从弱阻尼状态变为强阻尼或
者临界阻尼状态 #
由于侵入物质量 ! 同时与侵入物的密度$和

尺寸 " 有关，而"和#也是随着 " 的增加而增加
的，因此可以考虑固定大球尺寸，通过调节大球的密

度$来调节系统的阻尼状态 #为了验证这一点，在
三维颗粒床中选用密度很轻的木球（密度$ ! &’(
)"*+,）以减小 ! 来增加! 值，进一步进行实验验
证 #颗粒床采用与上述三维实验相同的空心漂珠，并
用同样的方法制备而成 #图 ,所示为直径 # ! ,& ++
的木球从不同高度 $ 自由落体坠入三维松散颗粒
介质的实验结果 #

图 , 直径 # ! ,& ++的木球从不同的高度 $ 坠入三维颗粒床

中穿透过程的速度变化及利用理论模型的强（临界）阻尼解形式

拟合的结果

由图 ,可见，木球在三维颗粒床中穿行的 %（ &）

曲线满足
-% %
- &% . &，与准二维实验结果（图 %）相似，为

凹形曲线 #用强（临界）阻尼的 %（ &）解的形式能够很
好地拟合图 ,中的各曲线，表明通过对质量的调节，
三维系统也可以由静压项主导的阻力形式过渡到黏

滞项不可忽略的阻力形式 #与上述三维实验相比，这
里只减小了侵入物的密度，对应的侵入物 %（ &）的衰

减形式就从
-% %
- &% $ &（图 /）变为-

% %
- &% . &（图 ,），使颗粒

床对侵入物的阻尼形式从弱阻尼变成了强（或临界）

阻尼 #这进一步表明，控制参数! !"" !! #能够很
好地描述颗粒介质的阻尼特性 #

0 # 结 论

本文在已有研究工作的基础上，进一步研究了

重力作用下侵入物在因受到撞击而被流化的颗粒介

质中快速穿行时所受到的阻力情况 #通过分析和解
析求解简单的阻力模型，得到了控制颗粒系统处于

不同阻尼状态的参量!，并且不同取值范围的!给
出的解能够很好地描述准二维和三维实验的结果 #
!的表达形式揭示了静压阻力项和黏性阻力项的
竞争是导致颗粒系统处于不同阻尼状态，并使得在

其中运动的物体表现出不同速度衰减趋势的根本原

因 #同时分析了影响控制参量!的物理因素，并在
此基础上进行实验 #通过调节侵入物的密度成功地
实现了对颗粒系统处于不同阻尼状态的控制，这说

明所给出的阻力模型能够很好地描述此运动过程的

主要性质和特征 #

［/］ -1 213314 5 2 /666 "’( # )*+ # ,$-. # !" 7,80
［%］ 9:-:3;<< = 5 /666 "’( # )*+ # ,$-. # !" 0,>
［,］ ?@;3) A，513) ?，BC D D，7@E F G，=C 9 F，H;C I D %&&J /0&1

,$-. # 234 # ## JJ6/（E3 K@E3141）［钟 杰、彭 政、吴耀宇、史

庆藩、陆坤权、厚美瑛 %&&J 物理学报 ## JJ6/］

［0］ 513) ?，H;C I D，7@E F G，=C 9 F %&&8 /0&1 ,$-. # 234 # #$

//6>（E3 K@E3141）［彭 政、厚美瑛、史庆藩、陆坤权 %&&8物理

学报 #$ //6>］

［>］ B:3) H D，K:; L 5，AE:3) D I，=EC D %&&> /0&1 ,$-. # 234 # #%

%8(0（E3 K@E3141）［王焕友、曹晓平、蒋亦民、刘 佑 %&&>物理

学报 #% %8(0］

［J］ HC I M，9;3) L ?，BC F 7，BC D H %&&> 5$34 # ,$-. # "% /(00

［8］ KE:+:NN: I 5，=:N: O H，=11 O P，2;Q-+:3 R S，TE4@EU S，

7VE331W H = %&&0 ,$-. # "’( # 6’&& # &’ /60,&/
［(］ =;@41 R，X:C@1 X，M1N)+:33 X，Y:3 -1N I11N R %&&0 71&%8’ %(’

J(6
［6］ H;C I D，513) ?，=EC X，=C 9 F，K@:3 K 9 %&&> ,$-. # "’( # Z

!’ &J%,&/
［/&］ H;C I D，513) ?，=EC X，BC D D，PE:3 D [，=C 9 F，K@:3 K

9 %&&> 203 # 9’0$4*: # /+( # )1& # $ (>>
［//］ ?@:3) F D，BC D D，513) ?，=EC X，=C 9 F，H;C I D %&&J

/0&1 ,$-. # 234 # ## J%&,（E3 K@E3141）［张权义、吴耀宇、彭

政、刘 锐、陆坤权、厚美瑛 %&&J 物理学报 ## J%&,］

//80(期 张权义等：运动物体在颗粒介质中的阻力形式



!"# $%&’ ()%*# #+,#%-#.*#$ /0 & ,%)1#*2-3# -.
’%&.43&% 5#$-45 4.$#% ’%&6-20!

!"#$% &’#$()*+）,） -.$% !".$%+）/） 0. 1’$+） 2*’ 1’*+） 2’ 3’$(&’#$+） 04’ 5.*()*$%+）6

+）（!"#$#%& ’()#*%(+ ,(-*.()*./ 0*. 1*%2"%3"2 4())". 56/3#73，8%3)#)9)" *0 56/3#73，

16#%"3" :7(2";/ *0 <7#"%7"3，!"#$#%& +77787，16#%(）

,）（=">(.);"%) *0 56/3#73，?*%&."% 8%3)#)9)"，?*%."% 99:/77，16#%(）

/）（<76**+ *0 56/3#73 <7#"%7" (%2 ?"76%*+*&/，1"%).(+ <*9)6 @%#A".3#)/，16(%&36( :+778/，16#%(）

（1.;.*<.= +> 5#?;" ,77@；?.<*A.= B#$’A;?*CD ?.;.*<.= +9 E’$. ,77@）

FGAD?#;D
H4 =.A;?*G. =*II.?.$D G."#<*4?A 4I # C?4J.;D*K. *$D4 # %?#$’K#? B.=*#，# B4=.K L*D" G4D" <*A;4’A =?#% #$= "M=?4AD#D*; =?#% "#A

G..$ A’%%.AD.=N F$#KMA.A A"4L D"#D D". C#?#B.D.?! CK#MA # O.M ?4K. *$ =.D.?B*$*$% D". I4?BA 4I D". A4K’D*4$A D4 D"*A B4=.K N
P".$! Q ,，D". "M=?4AD#D*; =?#% I4?;. *A =4B*$#$D，#$= L".$!",，D". <*A;4’A =?#% *A =4B*$#$D N R$ D".A. DL4 ;#A.A，D".
C?4J.;D*K. B4<.A *$ D". %?#$’K#? B.=*# L*D" ?.<.?A. =.;.K.?#D*4$ <#?*#$;.A N STC.?*B.$DA "#<. G..$ C.?I4?B.= D4 <.?*IM D"*A
#?%’B.$D，#$= D". 4GD#*$.= 9（ )）;’?<.A ;4$I*?B D"*A C?.=*;D*4$N

!"#$%&’(：%?#$’K#? B#DD.?，=?#% I4?;.，=M$#B*;#K C?4;.AA.A
)*++：:U+7，7/,7

!-?4J.;D A’CC4?D.= GM D". V#D*4$#K V#D’?#K W;*.$;. X4’$=#D*4$ 4I Y"*$#（Z?#$D V4N +7:@:+,:）N

6 S(B#*K：B#M"4’[#C"MN *C"MN #;N ;$

,+@: 物 理 学 报 9U卷


