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采用辛算法数值求解一维立方非线性 )*+,-./012,方程，研究了随着非线性参数的变化立方非线性 )*+,-./012,
方程的动力学性质和解的模式的漂移 3数值结果表明，随着非线性参数的增加解模式的漂移速度越来越快 3
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" A 前 言

非线性 )*+,-./012, 方程是物理学中的一个重要
模型，可以描述许多物理过程，例如：激光聚变、玻

色8爱因斯坦凝聚、等离子体物理、非线性光学、分子
动力学、流体力学等等［"—(］3近年来关注的焦点之一
是非线性动力学行为的研究，已经发现了许多有趣

的现象［4—"%］3 B+C<［4］等讨论了一般非线性 )*+,-./012,
方程在一维和二维空间中随着非线性项变化的时空

性质 3 DCC0［""］阐明了在非线性 )*+,-./012,方程中同
宿轨道和相干模式之间的关系，并且指出如果在初

值中增加一个微扰项则会出现不规则的同宿轨道 3
E:0和 D:C［"%］应用数值方法发现解的两种模式漂移
运动，应用微扰的方法阐明了解的漂移模式在非线

性 )*+,-./012,方程中是普遍的现象 3我们［"#，"’］曾应
用辛算法研究了立方非线性 )*+,-./012,方程随着非
线性参数变化的动力学行为，观察到了同宿轨交叉、

准周期运动、伪周期运动、不规则运动以及随机运

动，但采用高精度格式进行计算时，不规则运动随之

消失 3
自从 F201［"6］提出了求解哈密顿系统的辛算法

之后，人们对辛和多辛算法及其应用进行了系统的

研究［"&—"4］3 ):0G8)2,0: 研究了辛 H<0128I<JJ: 方法，
KC>+/.:提出了构造可分哈密顿系统辛格式的对称

幂方法等等 3目前辛算法已广泛应用于许多学科领
域，并且取得了很好的成果 3非线性 )*+,-./012,方程
可以转化成哈密顿形式，具有辛结构，它的时间演化

是辛变换的演化，辛算法是求解非线性 )*+,-./012,
方程的合理的数值方法 3本文我们应用辛算法数值
求解一维立方非线性 )*+,-./012,方程 3阐明了随着
非线性参数变化时一维立方非线性 )*+,-./012,方程
的基本的动力学性质及其解模式的漂移，并说明了

随着非线性参数的增加，漂移速度越来越快 3

% A 求解一维立方非线性 )*+,-./012, 方
程的辛算法

一维立方非线性 )*+,-./012, 方程
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可以用来描述许多物理过程：在非线性光学中，函数

!（#，"）的意义是电磁场的一个复杂包络［’］；在玻
色8爱因斯坦凝聚理论研究中一个重要的数学模型，
即 N,C>>8O/J:2P>Q//方程［6］，也具有非线性 )*+,-./012,
方程的形式；在等离子体物理中，描述了电子（朗缪

尔）波［(］3在（"）式中，!（ #，"）是复函数表示波函数，
$ ! % !是立方非线性项，$ 是立方非线性参数，表
示非线性作用的强弱 3
考虑周期边界条件
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!（"，#）! !（" " $，#）， （#）
其中 $ 是周期长度 $我们把复函数 !（ "，#）分成实
部和虚部

!（"，#）! %（"，#）" %&（"，#）， （&）
为了提高空间的离散精度，用下面的六阶空间差分

近似代替二阶偏导数：
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则立方非线性 ./0123%4561方程（’）可以离散成哈密
顿函数为
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的有限维哈密顿正则方程

3 .
3 # ! / *’!)

!. ! / *’ !)
!%，
!)
!( )&

7

! 0（ .）， （9）
其中空间步长 ( ! $ :,，, 是充分大的正整数，. !
（%，&）7，% 和 & 是由不同的空间点所组成的列向量，

矩阵 / !
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立方非线性 ./0123%4561方程可以转化成哈密顿
正则方程的形式（9），因此可用辛算法数值求解 $本
文中我们用如下的四阶隐式辛 ;<456=><??@方法：

.3"’ ! .3 " "#（0（4’）" 0（4#）），

4’ ! .3 ""
’
, 0（4’）"

’
, * ’

9 $( )& 0（4#( )），
4# ! .3 ""

’
, " ’

9 $( )& 0（4’）"
’
, 0（4#( )），
（+）

其中"是时间步长且"A )$因为辛格式（+）是隐格式
所以对每一个时间步我们都用自恰迭代的方法求解 $

& B 随着非线性参数变化立方非线性
./0123%4561方程的动力学性质

非线性 ./0123%4561方程（’）具有齐次解

!(（"，#）! #) 6%+ #)
# #， （(）

其中#) 是实常数 $让齐次解在 # ! )处受到一个小
的扰动得到求解立方非线性 ./0123%4561方程的如下

的初始条件：

!（"，)）! #) "$#)（/CD（5"）" %)B8D%4（5"）），（-）

$是一个小的实参数，5 是波数，在计算中我们取

$! )B)’，#) ! #，5 ! )B-5) $ 5) $! ##) 对于调制不

稳定性是一个关键的波数［’#］$空间步长 ( ! $ :, !
#!:,，最大的正整数 , ! &)，时间步长"! )B))’，计
算时间从 # ! )到 # ! ’)& $
为了分析立方非线性 ./0123%4561方程（’）在长

时间演化中的动力学性质，我们建立相空间（ 6，
6#），6 和 6# 定义如下

［’’］：

6（$ :#，#）! !（$ :#，#） * #，

6#（$ :#，#）! 36（$ :#，#）
3 # $ （’)）

本文计算中非线性参数 + 的取值范围为 )B)’—
)B(8 $图 ’—,给出了不同非线性参数下立方非线性
./0123%4561方程的数值结果（相轨迹、 6（$ :#，#）的
时间演化以及对应的傅里叶谱）$从图 ’—,中我们
可以看到随着非线性参数 + 的增加相轨线呈现出
有趣的现象 $当 + 从 )B)’增大到 )B(附近时，相轨
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线是椭圆轨道，但椭圆轨道由薄逐渐变厚，此时相轨

线依然是有规则的运动 !相轨线在横轴的值随着 !
的增大逐渐增大 !从图 "（#）中可看出，当 ! $ %&%"
时，相轨线是很薄的椭圆轨道，横轴的取值范围大约

是 ’ %&%(—%&%(，相轨迹是精确的循环运动，相空间
中的原点（"，"#）$（%，%）是椭圆点 ! "（ $，#）的振
幅在 $ $ % )( 处随时间周期演化（图 "（*））! 从
"（% )(，#）与对应时间的傅里叶变化谱看到在相
等的频率间隔内出现一个孤立的峰，其中图 "（+）中
的小图是约在频率为 , 附近的放大图 !当 ! $ %&-.
时，相轨线变成很厚的椭圆轨道（图 "（/）），横轴的
取值范围大约是 ’ %&%0—%&%0，此时相轨迹不再是
精确的循环运动，相空间中的轨迹对应着准周期解 !
"（$，#）的振幅在 $ $ % )(处随时间准周期演化 !
从与 "（% )(，#）对应的傅里叶谱可知（图 "（1）），孤
立的峰也不是出现在频率相等的间隔内 !
当 ! $ %&. 时，相轨线（图 (（#））变成了更厚的

椭圆轨道，横轴的取值范围大约是 ’ %&%2—%&%2，从
图 (（#）中可看出相轨线是由一些有规则的线盘绕
而成 ! "（% )(，#）与对应时间的傅里叶谱可看出前三
个孤立的峰出现在几乎相等的频率间隔内，第四个

峰频率间隔则不等 !这说明存在一个准周期循环解 !
"（$，#）的振幅在 $ $ % )( 处随时间的演化是准
周期的（图 (（*））!当继续增加非线性参数 ! 到 %&."

时，相轨迹沿着椭圆的长轴与短轴的平分线处的四

个方向向外扩张，相轨线几乎充满了椭圆内部（图

(（/）），横轴的取值范围大约是 ’ %&(—%&( !此时相
轨线随时间演化是有规则的准周期循环运动，

"（% )(，#）与时间对应的傅里叶变换谱能够看到峰
值出现在等频率间隔内，但是在每个峰值附近出现

了一些分频谐波 !从图 (中可以看出，当 ! $ %&.和
! $ %&."时， "（$，#）的振幅在 $ $ % )(处随时间演
化的循环周期是不同的 !
当非线性参数 ! $ %&.( 时，相空间中的轨迹

（图 ,）将沿着 "（% )(，#）$ %轴向原点（%，%）收缩，但
并没有收缩到与原点重合 !相轨迹在横轴上的值继
续增大 !当 ! 增大到 %&.0 时，相轨线（图 3）向内收
缩到几乎与原点重合 !相轨线类似于许多大小不同
的同宿轨道有规则的套在一起，仍然可以看出是有

规则的运动 !点（%，%）相当于同宿轨道的鞍点 !相轨
迹由椭圆变成了有规则的大小不一的同宿轨 !从图
(—3中的 "（% )(，#）的时间演化以及对应的傅里
叶谱也可看出系统具有准周期循环解 !
从以上分析，我们可知具有周期边界条件的立

方非线性 4+567/89:;6方程在初始条件（2）式下，当非
线性参数取值从 %&%" 增加到 %&.0 时，相轨迹在横
轴上的值逐渐增大，相轨迹由椭圆轨道变成同宿轨

道，系统的运动由精确的周期循环到准周期循环 !

图 " 当 ! $ %&%"和 ! $ %&-.时立方非线性 4+567/89:;6方程的数值结果 （#），（/）是相轨迹；（*），（;）是场的振幅在 $ $ %)(处的

时间演化；（+），（1）是 "（%)(，#）的傅里叶谱
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图 ! 当 ! " #$%和 ! " #$%&时立方非线性 ’()*+,-./0*方程的数值结果 （1），（,）是相轨迹；（2），（0）是场的振幅在 " " #3!处的时

间演化；（(），（4）是 $（#3!，%）的傅里叶谱

图 5 当 ! " #$%!时立方非线性 ’()*+,-./0*方程的数值结果 （1）相轨迹；（2）场的振幅在 " " #3!处的时间演化；（(）$（#3!，%）

的傅里叶谱

图 6 当 ! " #$%7时立方非线性 ’()*+,-./0*方程的数值结果 （1）相轨迹；（2）场的振幅在 " " #3!处的时间演化；（(）$（#3!，%）

的傅里叶谱
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!" 随着非线性参数的变化立方非线性
#$%&’()*+,&方程的解模式的漂移

从文献［-.］中我们知道只有初始条件对称和反
对称模的系数不为零，且系数比为复数时才出现解

模式的漂移 /我们所用的初始条件满足此条件 /为了
分析随着非线性参数的变化立方非线性 #$%&’()*+,&
方程的解的模式的漂移，我们给出了从 ! 0 1"1-到
! 0 1"23 的 "（ #，$） . 0 常数的等高线图（图 3—
4）/图 3是 ! 0 1"1-，! 0 1"52，! 0 1"2时在相同的时
间演化（311）内的等高线图 /从图 3（6）中我们看到解
模式几乎没出现漂移现象 /这说明在时间演化到
311时解模式的漂移偏离直线的角度特别小，即传

播速度很小 /当 ! 0 1"52（图 3（7））且时间演化到 311
时解模式的漂移偏离直线的角度增大，传播速度增

大 /当 ! 0 1"2（图 3（$））时我们看到解模式的漂移偏
离直线的角度明显大于图 3（6）和图 3（7）/从以上对
图 3的分析可看出，非线性参数越大，解模式的漂移
偏离直线就越大，也就是斜率越大，从文献［-.］中可
知漂移速度也就越大 /当非线性参数 ! 继续增大至
1"2-，1"2.和 1"23时，时间演化到 !1时的等高线图
如图 4所示 /随着非线性参数的增大，在很短的时间
演化内，解模式的漂移偏离直线的角度已经很大，即

斜率越来越大，说明非线性参数越大，漂移速度越

大 /总结以上数值结果，我们得到下面的结论，随着
非线性参数的增大，漂移速度越来越大 /
最后，我们给出在不同的非线性参数下立方非

图 3 "（ #，$） . 0常数的等高线图 （6）! 0 1"1-；（7）! 0 1"52；（$）! 0 1"2

图 4 "（ #，$） . 0常数的等高线图 （6）! 0 1"2-；（7）! 0 1"2.；（$）! 0 1"23

线性 #$%&’()*+,& 方程的时空演化，如图 5 所示 /从
图 5中我们看到时空演化图都是有规则的运动 /这
说明相轨迹是周期循环运动的，与前面所论述的动

力学性质相同 /且随着非线性参数的增大出现了明
显的漂移现象 /从图 5（6）给出的 ! 0 1"1-的时空演
化图中，我们看到是有规则的运动，没有观察到漂移

现象 /从图 5（7）开始出现了明显的漂移现象，随着
非线性参数的增加（图 5（$），（(）），我们可以看到解

模式的漂移在相同时间内偏离越来越大，即漂移速

度越来越大 /

3 " 结 论

采用辛算法数值求解了一维立方非线性

#$%&’()*+,&方程，研究了随着非线性参数的变化立
方非线性 #$%&’()*+,&方程的动力学性质以及解模式

214 物 理 学 报 34卷



图 ! 随着非线性参数变化的时空演化图

的漂移 "数值结果表明当 #$#%! !!#$!&时，相轨迹
由很薄的椭圆轨道变成很厚的椭圆轨道，相轨迹由

精确的周期循环运动变成准循环运动 "当 #$!& ’
!!#$&时，相轨迹沿椭圆长轴与短轴平分线处的四
个方向向外扩张，相轨线对应着准周期循环解 "当
#$& ’ !!#$&(时，相轨迹沿着 "（# )*，$）+ #轴向相

空间中的原点（"，"$）+（#，#）收缩，最后收缩成许
多大小不同的同宿轨道套在一起，原点（ "，"$）+
（#，#）变成了鞍点，系统仍然是有规则的运动 "且随
着非线性参数的增大，相轨线在横轴上的值逐渐增

大 "解模式的漂移速度随着非线性参数的增加越来
越快 "
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