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将扩展的 )*++,-*方程映射法推广到了（# . (）维非线性 /012314系统，得到了系统的分离变量解；由于在解中含
有一个关于自变量（ !，"，#，$）的任意函数，通过对这个任意函数的适当选取，并借助于数学软件 5,-637,-*+,进行数
值模拟，得到了系统的新而丰富的局域激发结构和分形结构 8结果表明，扩展的 )*++,-*方程映射法在求解高维非线
性系统时，仍然是一种行之有效的方法，并且可以得到比（% . (）维非线性系统更为丰富的局域激发结构 8
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( C 引 言

在近十年来对孤子理论的研究过程中，出现了

许多行之有效的方法［(—:］8其中最重要的方法之一
就是楼森岳等人提出的多线性分离变量法［D—((］8由
于计算过程复杂，这种方法大多应用于（% . (）维非
线性系统，它借助于 /E+F=0>B变换和变量分离可以
得到某个确定的（% . (）维非线性物理系统的物理量
或其势函数具有下面通式的形式［(%—(9］：

% G
%（&% &( H &# &$）’"(!

（&$ . &( ( . &% ’ . &# (’）%
，

其中 ("(（!，$），’"’（"，$）为两个任意函数 8然后
通过对解中两个任意函数的适当的选取，可以得到

系统各种丰富的局域激发结构［D，($，(#—(&］，如 4I=*-IJJ
解，B1I7*I> 解，B1I7*I> =,--*+3解，=07K 解，1*>2 4I=*-I>
解，K3,FI> 解，+I7K,+-I> 解，=IIK 解，*>4-,>-I> 解和
JI=BI>解等 8
另外一种有效的方法就是扩展的 )*++,-* 方程

映射法［("—%%］，近几年，此方法已经在求解（% . (）维
非线性物理系统中得到了广泛的应用 8但同样由于
计算过程复杂，用此方法求解（( . (）维和（# . (）维
非线性系统的报道很少 8本文把扩展的 )*++,-*方程

映射方法推广到（# . (）维非线性系统———非线性
/012314方程，求出了它的分离变量解，并且解中含
有一个关于自变量的任意函数 8然后通过对这个任
意函数的适当的选取，得到了该系统的新的丰富的

局域激发结构和分形结构 8
（# . (）维非线性 /012314方程如下［((］：
%$ G %%%" . %)%! . %*%# . %!! . %"" . %##，（(）

%! G )"， （%）

%# G *"， （#）
该方程可由热传导方程的逆变换得到［%#］，其中

%（!，"，#，$），)（ !，"，#，$），*（ !，"，#，$）为三个待
求物理场函数 8当 # G !，* G % 时，方程退化为（% .
(）维 /012314方程，它可从两层不可压缩无黏流体的
欧拉方程中导出；当 " G # G !，) G * G % 时，方程退
化为（( . (）维 /012314方程，它最早出现在湍流理论
的研究中［%9］8文献［(D］用扩展的 )*++,-*方程映射方
法求解了（% . (）维非线性 /012314方程，得到了它的
类孤子结构 8文献［((］运用多线性分离变量方法得到
了上述（# . (）维 /012314系统的多线性分离变量解 8

% C（# . (）维非线性 /012314系统的解

设（(），（%）式和（#）式的解为
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"

# ! "
!#!#（$），

% !!
&

# ! "
%#!#（$），

’ !!
(

# ! "
’#!#（$），

（#）

其中!满足 $%&&’(%方程

!) !" *!+， （,）

!#，%#，’#，$ 为自变量 )，*，+，, 的函数 -
把（#）式代入原方程（.），（+）和（/）式中，平衡最

高阶导数项和非线性项可以求得 " ! & ! ( ! .，将
其代入（#）式中可以得到

! ! !"（)，*，+，,）* !.（)，*，+，,）!（$），（0）

% ! %"（)，*，+，,）* %.（)，*，+，,）!（$），（1）

’ ! ’"（)，*，+，,）* ’.（)，*，+，,）!（$），（2）

将（0），（1）和（2）式分别代入（.）式，合并!（ $）的同
级项，并且把各项系数定义为零，可得

!（$）/：3 +$*!+
. 3 +$+

+!. 3 +$+
*!. 3 +$+

)!.

3 +’. $+!. 3 +%. $)!. ! "， （4）

!（$）+：!. $, 3 +!. ’" $+ 3 +’. !. + 3 +$+!. +

3 !. $++ 3 +!" !. $* 3 +!. !.* 3 +$*!.* 3 !. $**

3 +!. %" $) 3 +%. !.) 3 +$)!.) 3 !. $)) ! "，（."）

!（$）.：3 +"$*!+
. 3 +"$+

+!. 3 +"$+
*!. 3 +"$+

)!.

3 +"’. $+!. 3 +!"*!. 3 +"%. $)!. * !. ,

3 +’. !" + 3 +’" !. + 3 !. ++ 3 +!" !.* 3 !.**

3 +%. %") 3 +%" !.) 3 !.)) ! "， （..）

!（$）"："!. $. * !" , 3 +"!. ’" $+ 3 +’" !" +

3 +"$+!. + 3"!. $++ 3 !" ++ 3 +"!" !. $* 3 !" ++

3 +!" !"* 3 +"$*!.* 3"!. $**

3 !"** 3 +"!. %" $) 3 +%" !") 3 +"$)!.)

3"!. $)) 3 !")) ! "， （.+）

将（0），（1）和（2）式代入（+）式，合并!（ $）的同级项，
并且把各项系数定义为零，可得

!（$）+：3 %. $* * !. $) ! "， （./）

!（$）.：3 %.* * !.) ! "， （.#）

!（$）"：3"%. $* 3 %"* *"!. $) * !") ! "-（.,）

同理将（0），（1）和（2）式代入（/）式，合并!（ $）的同
级项，并且把各项系数定义为零，可得

!（$）+：!. $+ 3 ’. $* ! "， （.0）

!（$）.：!. + 3 ’.* ! "， （.1）

!（$）"："!. $+ * !" + 3"’. $* 3 ’"* ! "-（.2）

联立（4），（./）和（.0）式，可以解得
!. ! 3 $*，%. ! 3 $)，’. ! 3 $+， （.4）

把（.4）式代入（.#）和（.1）式，此两式自动满足 -联立
（."），（..），（.+），（.,）和（.2）式，经过复杂的运算，
可以解得

当"! "时
!" ! "，%" ! "，’" ! "， （+"）

当"! 3 .时
!" ! 3 $*，%" ! 3 $)，’" ! 3 $+， （+.）

$%&&’(%方程（,）有以下通解形式：

! !

3 3" "(’56（ 3" "$），" 7 "，

3 3" "&8(6（ 3" "$），" 7 "，

""(’5（""$），" 9 "，

3""&8(（""$），" 9 "，

3 .
$，" ! "













 ，

（++）

（+/）

（+#）

（+,）

（+0）

把（.4）—（+0）式代入（0）—（2）式，可得到（/ * .）维
非线性 :;<=><?方程的解 -

.）当"! "时，可以得到 :;<=><?方程的解为

! ! 3
$*

$ ， （+1）

% ! 3
$)

$ ， （+2）

’ ! 3
$+

$ ， （+4）

+）当"! 3 .时，可以得到 :;<=><?方程的解为
! ! 3 $* * $* (’56（$）， （/"）

% ! 3 $) * $) (’56（$）， （/.）

’ ! 3 $+ * $+ (’56（$）， （/+）
或

! ! 3 $* * $* &8(6（$）， （//）

% ! 3 $) * $) &8(6（$）， （/#）

’ ! 3 $+ * $+ &8(6（$）， （/,）
其中 $（)，*，+，,）是自变量的任意函数 -

/ @（/ * .）维非线性 :;<=><?系统势函数
或物理量的局域激发结构和分形

结构

若取任意函数 $（)，*，)，,）为如下形式：
$（)，*，+，,）! -（*，+）* .（)，,）* /"，（/0）

其中 -（*，+）和 .（)，,）分别为 *，+ 和 )，, 的任意函
数，/" 为任意常数 -
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则（!"）和（#$）两式变为

! % &
"#

（"（#，$）’ %（&，’）’ ($）
， （#"）

! % & "# ’ "# ()*+（"（#，$）’ %（&，’）’ ($）,（#-）
（#"）和（#-）式两边对 & 求导数，得到物理量 ! 的势
函数) 分别为

) %
"#%&

（"（#，$）’ %（&，’）’ ($）
!， （#.）

) % "#%&（/01+（"（#，$）’ %（&，’）’ ($））
! ,（2$）

若取任意函数 *（&，#，&，’）为如下形式：
*（&，#，$，’）% +（&，’）’ ,（#，’）’ -（ $，’）’ (3，

（23）
则（!"）式变为

! % &
,#

（+（&，’）’ ,（#，’）’ -（$，’）’ (3）
，（2!）

其中 +（&，’），,（#，’）和 -（ $，’）分别为 &，’；#，’ 和
$，’ 的任意函数，(3 是任意函数 ,

!"#" 局域激发结构

#43434 567(89:;<58<*结构
取（#.）式中的函数 "（ #，$）和 %（ &，’）分别为

下述形式：

"（#，$）% ()*+（ $2 ’ #2）， （2#）
%（&，’）% 1<(+（&2 ’ ’）， （22）

当 ($ % $时，利用（#.），（2#）和（22）式可以得到（# ’ 3）维
非线性 =6;>0;/方程的 567(89:;<58<*结构，如图 3,

图 3 （#.），（2#）和（22）式确定的 567(89:;<58<*结构 （)）& % 3，’ % $；（?）# % 3，’ % $；（1）$ % 3，’ % $；（:）$ % 3，’ % !

图 3中（)）和（?）分别表示在 #，$ 和 &，$ 方向势
函数) 的结构 ,（1）和（:）分别表示在 &，# 方向势函
数) 在 ’ % $和 ’ % !时的结构 ,并且研究表明在 #，
$；&，$ 和 &，# 方向势函数) 的值都随时间的增加不
断减小，而形状始终保持不变 ,
# 434!4 环呼吸子结构和双线耦合孤子结构
取（#.）式中的函数 "（ #，$）和 %（ &，’）分别为

下述形式：

"（#，$）% 0@A（&（# ’ $）! ’ 3B）， （2C）
%（&，’）% 0@A（&! ’ ’）, （2B）

当 ($ % $时，利用（#.），（2C）和（2B）式可以得到（# ’
3）维非线性 =6;>0;/方程的环呼吸子结构和双线耦
合孤子结构，如图 ! ,

图 !（)）—（0）表示在 &，$ 方向势函数 ) 的环呼
吸子结构 ,（D）表示在 #，$ 方向势函数) 的双线耦合
孤子结构 ,而且研究表明环呼吸子结构和双线耦合
孤子结构随着时间的变化在幅度和形状上都进行了

呼吸 ,
# 434#4 多孤子的聚变
取（2!）式中的函数 +（&，’），,（#，’）和 -（ $，’）

分别为下述形式：

+（&，’）% 0@A（.3（& ’ .3 ’））’ 0@A（.!（& ’ .! ’））

’ 0@A（.#（& ’ .# ’））， （2"）

,（#，’）% 0@A（.2（# ’ .2 ’））’ 0@A（.C（# ’ .C ’））

’ 0@A（.B（# ’ .B ’））， （2-）

#3B!期 黄 磊等：（# ’ 3）维非线性 =6;>0;/系统的新的分离变量解及其局域激发结构与分形结构



图 ! （"#）和（$%），（$&）式确定的环呼吸子结构和双线耦合孤子结构 当 ! ’ "时，（(）" ’ ) !*；（+）" ’ ) ,*；（-）" ’ *；

（.）" ’ ,*；（/）" ’ !*；当 # ’ "时，（0）" ’ *

$（ %，"）’ /12（&3（ % 4 &3 "））4 /12（&5（ % 4 &5 "））

4 /12（&#（ % 4 &# "））， （$#）

当 ’, ’ ,，&, ’ &$ ’ &3 ’ ,，&! ’ &% ’ &5 ’ ) ,，&" ’

&# ’ *，&& ’ ) !时，利用（$!），（$3）—（$#）式可以得

到（" 4 ,）维非线性 6789/8:方程多孤子的聚变现象，
如图 " ;
图 "（(）—（0）称为多孤子的聚变 ;（(）表示在 !，

" 方向物理量 ( 的三孤子聚变现象 ;（+）—（0）表示在
#，! 方向物理量 ( 随时间的演化 ;从（+）—（ 0）的演
化可以看出，图中的三个孤子聚合为一个孤子，称为

多孤子的聚变 ;
" <,<$< 其他解结构
取（"#）式中的函数 )（ !，%）和 *（ #，"）分别为

下述形式：

)（!，%）’ :/-=（! 4 %）4 :/-=（! ) %），（%*）
*（#，"）’ :/-=（*<&# 4 *;5 "）; （%,）

当 ’* ’ *时，利用（"#），（%*）和（%,）式可以得到（" 4

,）维非线性 6789/8:方程的多线性孤子结构，如图 $ ;
图 $表示在 !，% 方向势函数 + 的多线性孤子

结构 ;从图 $中可以看出图形分为四个波形，两两成
对角线分布，并随时间相对运动 ;在 " ’ *时，两波相
遇，势函数 + 的值减为原来的二分之一 ;相遇后各
自沿原来的方向运动，势函数 + 的值和形状保持
不变 ;
取（"#）式中的函数 )（ !，%）和 *（ #，"）分别取

下述形式：

)（!，%）’ >(?=（! 4 %!）>(?=（! ) %!）

@ >(?=（) ! 4 %!）!， （%!）

*（#，"）’ -A>=（#! 4 "）; （%"）
当 ’* ’ *时，利用（"#），（%!）和（%"）式可以得到（" 4

,）维非线性 6789/8:方程的解结构，如图 % ;
图 %表示在 !，% 方向势函数 + 的结构 ;可以看

出，图中分为左右两个波形，左面波形势函数 + 的
值大于零，右面波形势函数 + 的值小于零，且两波
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图 ! （"#），（"$）—（"%）式确定的多孤子的聚变现象 （&）! ’ (，" ’ (；（)）" ’ (，# ’ * #(；（+）" ’ (，# ’ * ,(；（-）" ’ (，# ’ (；

（.）" ’ (，# ’ #(；（/）" ’ (，# ’ 0(

在 $，" 面上相对运动，在 # ’ (时，两波相遇，相遇的
部分势函数 % 的值相互抵消，% 的值零，其他部分
势函数 % 的值和形状保持不变 1
取（!%）式中的任意函数 &（ $，"）和 ’（ !，#）分

别为下述形式：

&（$，"）’ 2&34（$ 5 "#）2&34（$ * "#）

5 2&34（* $ 5 "#）#， （6"）
’（!，#）’ +724（!# 5 #）1 （66）

当 (( ’ (时，利用（!%），（6"）和（66）式可以得到（! 5
,）维非线性 89:;.:<方程的解结构，如图 = 1
图 =表示在 $，" 方向势函数 % 的结构 1从图 =

中可以看出，类似于图 "，图 6 也包括左右两个波
形，左面波形势函数 % 的值大于零，右面波形势函
数 % 的值小于零，势函数 % 的值随时间的增加不
断减小，并且左右两部分在 $ 轴方向相对运动 1当
两波相遇时，相遇部分的势函数 % 的值突然变大 1

相遇后随着时间的增加，势函数 % 的值越来越小，
而图形形状保持不变 1

!"#" 分形结构

取（"(）式中的函数 &（ $，"）和 ’（ !，#）分别为
下述形式：

&（$，"）’ , 5 .>?（* $（$ 5 <3（@3$#，)）

5 +3（@3$#，)）））A .>?（* "（ " 5 <3（@3 "#，)）

5 +3（@3 "#，)）））， （6=）
’（!，#）’ , 5 .>?（, *（! 5 #）（! 5 #

5 <3（@3!#，)）5 +3（@3!#，)）））1 （6$）
其中 <3（@3!#，)），+3（@3!#，)）为 B&+7)C椭圆正弦函
数和 B&+7)C椭圆余弦函数，) 为模数 1
当模数 ) ’ (D$，(( ’ ( 时，利用（"(），（6=）和

（6$）式可以得到（! 5 ,）维非线性 89:;.:<方程的分
形结构，如图 $ 1

6,=#期 黄 磊等：（! 5 ,）维非线性 89:;.:<系统的新的分离变量解及其局域激发结构与分形结构



图 ! （"#），（$%）和（$&）式确定的多线性孤子随时间的演化（ ! ’ &）（(）" ’ ) &$；（*）" ’ ) &%；（+）" ’ %；（,）" ’ &%；（-）" ’ &$

图 .中的（(）左右两图的坐标范围分别为 !!
［ ) %/%$，%/%$］，#!［ ) %/%$，%/%$］和 !!［ ) %/%%$，
%/%%$］，#!［ ) %/%%$，%/%%$］，右图中坐标的范围是
左图坐标范围的十分之一，并且当范围一直向下取

时，得到的图形也具有完全类似的结构，称之为分形

结构 0（,）为（(）对应的等高线图 0（*）和（+）分别表示
在三维空间 !，$，% 和 #，$，% 中的图形 0

! / 结果与讨论

通过对（" 1 &）维非线性 2345-46系统的研究，可
以发现扩展的 78++(98 方程映射方法可以成功的推

广到（" 1 &）维非线性系统 0我们知道，根据多线性分
离变量方法求得的解可以构造丰富的局域激发结

构 0本文的研究表明，用扩展的 78++(98 方程映射方
法求解的（" 1 &）维 2345-46系统也完全可以构造出
丰富的局域激发结构，而且把扩展的 78++(98方程映
射方法推广到（" 1 &）维非线性系统得到的激发结构
比（: 1 &）维非线性系统丰富的多 0并且由于本文所
求的解中对任意函数 & 没有任何限制，所以任意函
数 & 还可以取许多其他函数形式，会出现更有意义
的局域激发结构、分形结构或混沌结构 0扩展的
78++(98方程映射方法在其他（" 1 &）维非线性系统的
推广有待于进一步研究 0

;&; 物 理 学 报 $;卷



图 ! （"#），（!$）和（!"）式确定的解随时间的演化（ ! % &）（’）" % ( )；（*）" % +；（,）" % )；（-）" % &+

图 . （"#），（!)）和（!!）式确定的解随时间的演化（ ! % &）（’）" % ( &/!；（*）" % +；（,）" % &/!；（-）" % !

0&.$期 黄 磊等：（" 1 &）维非线性 2345647系统的新的分离变量解及其局域激发结构与分形结构



图 ! （"#）和（$%），（$!）式确定的分形结构 （&）! ’ (，" ’ #；（)）# ’ (，" ’ #；（*）$ ’ (，" ’ #；（+）为（&）对应的等高线图形

［,］ -./ 0 1，2/ 3 4，-./ 0 5 (##% %&#’ 6 ()"" 6 7 !"# $8
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