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基于微分方程多边形的概念，就一些直接代数方法给出了几何解释，同时将这种解释推广到方程组的情形，最

后以变形 +,-../01.2方程组为例说明了该几何解释的合理性 3
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& B 引 言

非线性微分方程精确解的构造在非线性问题的

研究中占有很重要的地位，数学家和物理学家不断

给出一些求解的新方法来 3 特别是近些年，随着计
算机代数系统功能的日趋完善和强大，在此领域出

现了许多方法，如双曲正切法［&，"］，6<C,D/椭圆函数
展开法［%—(］，三角函数法［’，5］，E1/1F.GF<.. 椭圆函数
法［&#—&"］等等以及它们的各种扩展，基于这些方法，

人们构造出了非线性微分方程（组）的形式丰富的孤

立波解、周期解以及有理解，给具体的物理解释提供

了一定的依据，具有重要的意义 3
纵观这些方法都有一个公共的特性：首先通过

行波约化将非线性微分方程（组）约化为常微分方程

（组），接着假定约化后的常微分方程（组）的解是某

一个（一些）可精确求解的常微分方程（组）（如

H/CC<G/方程，方便起见，以下简称简单方程）解的某
种组合形式（如多项式形式或有理多项式形式等），

最后将这种假定形式代入到原来的方程，得到关于

组合系数的一个非线性代数方程组，从而将原来非

线性微分方程的求解问题划归为求解一个非线性代

数方程组的问题，即将问题代数化了 3 因此，这些方
法可通称为直接代数方法 3 在这些方法中，关键所
在是如何寻找那些简单方程，这也正是以上各种方

法的本质区别之处 3 能否基于原来方程本身的结

构，去寻找它所适用的简单方程呢？回答是肯定的 3
最近，文献［&%］的作者基于幂几何方法的思
想［&$—&*］，提出了微分方程多边形的概念，基于此概

念给出了寻找原方程的简单方程的一种行之有效的

几何方法，给上述的直接代数方法给出了形象的几

何解释 3 这种方法不仅可用来寻找精确解也可用来
构造非线性微分方程的变换 3 本文将对上述方法进
行描述，并将其推广应用到方程组的情形 3 最后，以
具体的实例来说明这种推广和解释的合理性 3

" B 算法描述

首先，引入几个概念 3 设 ! 是自变量，而 " I
"（!）是因变量，称形如 #!$"% 表达式为通常单项式，

其中 # 为任意常数 3 而单项式与有限阶导数J&"
J!&
的

乘积称为微分单项式 3 从而，微分和式是指通常单
项式和微分单项式之和 3 给定一个常微分方程

’（"（!），"K（!），"L（!），⋯，!）I #， （&）
其中 ’（ "（ !），"K（ !），"L（ !），⋯，!）是一个微分和
式 3 每一个单项式可按如下规则和平面上的一个点
建立联系（可理解为其坐标）：

#& !$"% "（$，%），#"
J&"
J!& "
（M &，&）， （"）

其中 #&，#" 为任意常数 3 当单项式相乘时它们对应
的坐标相加 3 这样一个常微分方程的所有单项式对
应的点集称为其载体 3 将载体中的所有点连接起来
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形成一个凸多边形，称为常微分方程的多边形 ! 这
样，非线性常微分方程（"）就可由平面上的一个多边
形 !" 来刻画 ! 多边形的外围由顶点和边组成 ! 用
｛!#

"｝和｛!"
"｝分别表示顶点和边 ! 该多边形的大多

数边和顶点定义了原方程的幂或非幂渐进解以及幂

展开解［"$—"%］!
现假定常微分方程（"）的解 #（$）能用另外一个

方程的解 %（ $）表示出来（后一个方程称为简单方
程），即

#（$）& &（%，%’，⋯，$）! （(）
剩下的问题是如何寻找 %（ $）满足的简单方程 ! 将
（(）式代入到方程（"）中，得到一个变换后的方程，设
其对应的微分多边形是 !) ! 设简单方程对应的微
分多边形是 !( ! 通过对 !) 的分析可以构造出 !(

来 ! 设!"
) 是 !) 的一个边，而!"

( 是 !( 的一条边 !
假定!"

) 和!"
( 分别产生变换后的微分方程和简单

方程的幂渐近解 ! 可以证明：如果!"
) 和!"

( 外法向

共线，那么相应的渐进解参数完全一致 ! 和外方向
共线的边必须是相互平行的 ! 因此，合适的多边形
!( 的所有边或部分边应与 !) 的边相平行 ! 除此之

外，当多边形 !( 沿着平面移动时，它的顶点应当包

含在变换后的微分方程（用 !) 刻画）的载体中 ! 假

设我们找到了这样的多边形 !( ! 这样，我们就能写
出简单方程

’（%，%’，⋯，$）& #! （$）
值得注意的是这样的简单方程并不是唯一的 ! 一般
来讲，任何微分方程都可能是简单方程 ! 但应要求
简单方程的阶数应当低于变换后的微分方程的阶

数 ! 但最重要的简单方程是可积方程 ! 如果能找到
简单方程的通解（或特解）的话，那么我们可以按如

下方法获得所研究的方程精确解 !
设所研究的非线性偏微分方程组为

("（)，*，)$，)+，)$+，⋯）& #，

()（)，*，)$，)+，)$+，⋯）& #，
（*）

其中 ) & )（$，+），* & *（$，+）!
步骤 ! 对方程组（*）作行波变换（也可是其他

变换）：

" & ,（$ + -+），) & )（"），* & *（"），（%）
得到约化后的常微分方程组

."（)，*，)’，*’，),，*,，⋯，"）& #，

.)（)，*，)’，*’，),，*,，⋯，"）& #!
（-）

步骤 " 对方程组（-）的作奇性分析，给出其解

与某个简单方程的解 %（"）之间的一种假设关系，比
如说

) & /"（%）& !
0

1 & #
21%1，* & /)（%）& !

3

" & #
4"%" !

（.）
当然，也可给出更复杂的假设，如

) & /"（%）& !
0

1 & #
21%1 /!

0

5 & "
-5

%’( )%
5
，

* & /)（%）& !
3

" & #
4"%" /!

3

, & "
6,

%’( )%
,

! （0）

为了讨论方便，本文采用形如（.）式的假定 !
步骤 # 将假设（.）代入到方程组（-），得到变

换后的常微分方程组

7."（%，%’，%,，⋯，"）& #，

7.)（%，%’，%,，⋯，"）& #!
（"#）

步骤 $ 构造常微分方程组（"#）中的两个常微
分方程的微分多边形，分别记为 !" + "，!" + )，而它们

的交所形成的多边形记作 !) !
步骤 % 构造多边形 !(，其刻画对应的简单方

程 ! 多边形 !( 应具有上面讨论的性质：部分边或全

部边平行于 !) 的边，并且沿平面移动时包含在 !)

的载体内 !
步骤 & 根据 !( 构造出含有待定参数的简单

方程 !
步骤 ’ 确定在变换（.）中以及简单方程中的

未知参数 !
步骤 ( 给出原方程的精确解 !

( 1 算法举例

下面以变形 2345567859方程组加以说明［"-］!
)+ / *$ / ))$ /#)$$+ & #，

*+ /（)*）$ /$)$$$ & #!
（""）

对其做行波变换 ) & )（"），* & *（"），"& ,（ $ + -+）
/"#，于是得到如下常微分方程组：

+ -)’ / *’ / )*’ + ,) -#)! & #，

+ -*’ / )’ * / )*’ / ,)
$)! & #!

（")）

利用通常的奇性分析技巧（平衡最高阶导数项和非

线性项），于是，可提出如下的假设：

) & /（%）& 2# / 2" % / 2) %)，

* & 8（%）& 4# / 4" % / 4) %)，
（"(）

其中 2#，2"，2)，4#，4"，4) 是待定参数，而 % & %（"）
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是某个待定的简单方程的解 ! 将（"#）式代入到方程
组（"$）中，得到一个常微分方程组 ! 根据上面介绍
的常微分方程多边形的知识，可以得到它们各自的

微分多边形 !$（两者正好重叠），该多边形的顶点坐

标分别为 "" %（ & "，"），"$ %（ & "，$），"# %（ & "，

#），"’ %（ & "，’），"( %（ & #，"），") %（ & #，$），具
体如图 " !

图 "

由于简单方程的选择可能不惟一，下面就根据

简单方程的构造法则给出一些特殊情形 !
情形 ! 选择简单方程所对应的多边形 !# %

!"$ "# ")，由此可构造出一个简单方程

#* $ % $#$ + %## + &,， （"’）
就可借助此简单方程获得方程（""）的如下形式解：

’"（!）% & + "$#& +#&($

+ )#&($［-.-/$! 0 -.-/!-12/!］，

)"（!）% "
$

’#$ &$ &"(
$

$

& #"(
$［-.-/$! 0 -.-/!-12/!］! （"(）

情形 " 选择简单方程所对应的多边形 !# %

!"$ "# "’ ")，由此可构造出一个简单方程

#* $ % $#$ + %## + &, #’ + *， （")）

就可借助此简单方程获得方程（""）的如下形式解：

’$（!）% & +#($ & + "$#& + "$($"（# & $#$），

)$（!）%"
($

’#&
"
#& + (( )$ & )"(

$

#&
（# & $#$），

（"3）
其中

# %
.4-/$ !$

$( )!
’ & " & 256/ !$

$( )[ ]!
$ !

情形 # 选择简单方程对应的多边形 !# %

!+" "" "#，其中 +" %（ & $，$），由此可构造另外一

个简单方程

#* % $ + %#$， （"7）
即为 89--529 方程，由此可构造出双曲正切形式的
解来 !

’ : 结 论

本文基于常微分方程多边形的概念，对一些直

接代数方法给出了形象的几何解释 ! 这种方法不仅
可用来寻找精确解也可用来 构造非线性微分方程

的变换 ! 同时将其推广应用到方程组的情形，并以
变形 ;1<..964.=方程组为例说明了这种推广和解释
的合理性 ! 至于其他的一些方法，如利用耦合的
85--529方程组的解来构造非线性微分方程解析解
的方法，如何给出几何解释，需要进一步的研究 !

［"］ >9 ? ;，?/56@ A B "CC3 ,&-$ "$-. ! /&0 ! !$ 7"（96 D/964.4）［李

志斌、张善卿 "CC3 数学物理学报 !$ 7"］

［$］ >9 ? ;，E51 8 F $,," ,&-$ 1.23 ! /04 ! %& $,)$（96 D/964.4）［李

志斌、姚若侠 $,," 物理学报 %& $,)$］

［#］ >9< A G，H< ? I，>9< A J 5- $6 $,," ,&-$ 1.23 ! /04 ! %& $,)7（96

D/964.4）［刘式适、傅遵涛、刘式达等 $,," 物理学报 %& $,)7］

［’］ >9< A G，H< ? I，>9< A J 5- $6 $,," 1.23 ! !5-- ! K "’( )C

［(］ D/46 E，>9 ;，?/56@ L B $,,’ 7.04 ! 1.23 ! !# )

［)］ >M J ? $,,( ,&-$ 1.23 ! /04 ! %) ’(,"（96 D/964.4）［吕大昭 $,,(
物理学报 %) ’(,"］

［3］ ?/46@ B，E<4 N，O16@ > F $,,( ,&-$ 1.23 ! /04 ! %) $CC)（ 96

D/964.4）［郑 强、岳 萍、龚伦训 $,,( 物理学报 %) $CC)］

［7］ H< ? I，>9< A G，>9< A J $,,’ 1.23 ! !5-- ! K #"* #)’

［C］ E56 D I "CC) 1.23 ! !5-- ! K "") 33

［",］ G<PQR5./1S T K "CC, 1.23 ! !5-- ! K !)$ $73

［""］ G<PQR5./1S T K "CC, 8 ! ,996 ! "$-. ! "5(. %) #3$

［"$］ E56 ? E $,,’ 7.$:3 /:60-:43 ;<$& ! "! ","#

［"#］ G<PQR5./1S T K，J4U965 V W $,,3 7.$:3 /:60-:43 ;<$& ! ## "’7,

［"’］ ;Q<61 K J $,,’ =’33 "$-. /’<)523 %( ’$C

［"(］ G<PQR5./1S T K，XY9U1S5 Z E< $,,) 7.$:3 /:60-:43 ;<$& ! #& "",

3##"#期 张善卿：一些直接代数方法的几何解释及应用



［!"］ #$%&’( ) *，+,-./(0123 4 5 6778 !"#$% &$’()$*% +,#- 9 !" !6: ［!8］ ;1(’< = > 677? !"#$% &$’()$*% +,#- 9 "# @6!

!"#$"%&’()* "+,*)-)%’#- )-. ),,*’()%’#- #/ 0#$"
)*1"2&)’( .’&"(% $"%3#.0!

;1(’< A1(’B>&’<C

（./0#,)1/*) $2 3#)"/1#)(-%，&"#*4"#( 5(#$)$*4 6*(7/,%()8，&"#*4"#( 6776:7，!"(*#）

（ 9*%)():)/ $2 ;,#0"(-% #*< 91#4/，=#*4>"$: .(#*>( 6*(7/,%()8，=#*4>"$: D!77!E，!"(*#）

（F$G$&3$- !8 )(/ 6778；.$3&0$- %(’,0G.&HI .$G$&3$- 66 J,’$ 6778）

5K0I.(GI
L(0$- 2’ I1$ H2M/<2’0 2N I1$ -&NN$.$’I&(M $O,(I&2’，<$2%$I.&G(M $PHM(’(I&2’ N2. 02%$ (M<$K.(&G -&.$GI %$I12-0 &0 <&3$’，(’-

&I0 <$’$.(M&Q(I&2’ 2N -&NN$.$’I&(M 0/0I$% &0 H.$0$’I$-9 R&’(MM/，I1$ 3(M&-&I/ 2N I1&0 $PHM(’(I&2’ &0 &MM,0I.(I$- S&I1 3(.&(’I L2,00&’$0O
0/0I$%9

$%&’()*+：-&NN$.$’I&(M $O,(I&2’，H2M/<2’，<$2%$I.&G(M $PHM(’(I&2’，$P(GI 02M,I&2’
,-..：7D:7+，76@7，7:67J

!T.2U$GI 0,HH2.I$- K/ I1$ AG&$’I&N&G F$0$(.G1 R2,’-(I&2’ 2N =(’<Q12, #&(’Q& V’&3$.0&I/，W1&’(（X.(’I 429 +YA78!?7?77!）9

C ZB%(&M：;1(’<0O8![!6"\ G2%

EDD! 物 理 学 报 ?8卷


