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在约束形变的相对论平均场理论下，用 *+$参数组系统地研究了 ,-，./，,/和 0/四个同位素链中的偶1偶核，理
论计算的基态束缚能和实验值符合得非常好 2通过对这些核的位能曲面的分析，发现在此区域内有着丰富的形状
共存现象，系统地指出可能存在形状共存现象的原子核，并且进一步指出在这些核的位能曲面上两个能量极小点

的能量差 2另外通过对位能曲面以及单中子能级的研究，提出在此区域内 ! 3 ’%可能是一个中子幻数 2
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! K 引 言

原子核的形状是核结构理论中的一个非常重要

的基础性内容 2一般来说，在满壳附近的原子核被认
为是球形核，相对应地，在两个满壳之间的核为轴对

称形变核 2近年来，原子核的形状共存成为一个热门
的课题，已有很多的实验和理论对其进行了研究 2形
状共存意味着在同一个原子核的位能曲面上可以找

到两个或多个能量相近的点 2对形状共存研究较多
的是在 " 3 =#区，如 LE，MN元素，有很多实验和理
论研究都指出在 LE，MN 元素的较轻核素区存在丰
富的形状共存现象［!—(］2本文将对 " 3 :% 区即 ,-，
./，,/和 0/四个同位素链进行系统研究 2 " 3 :%区
也是一个形状共存现象较多的区域之一，目前已有

大量的实验和理论对其进行了研究［)—!=］2原因是在
这一区域中子和质子大部分分布在 O1P1E轨道上，其
单粒子运动行为与集体运动行为竞争激烈，能级密

度较高，结构也较为复杂 2另外在 ! 3 :% 壳层上面
的 !E&Q#轨道的闯入也是导致形状共存的一个重要
原因 2
理论研究形状共存的方法主要有 L?R/--14GJS1

9GEGAITNGU（L49）理论［!:，!&］和 V-A?R@U@BR@J W-?D14@-AX
（VW4）理论［#%—##］2本文将用 VW4理论系统研究这四
个同位素链中的形状共存现象 2 VW4理论是最成功
的微观理论模型之一 2在过去的几年里，它成功地解
释了许多物理现象［#$，#:］，关于 VW4理论的最新进展
可参看文献［#(，#)］2

# K 理论框架

在相对论平均场理论框架下，核子被描述为在

经典的介子场中运动的 Y/@?J粒子，核子1核子之间
通过交换!介子、"介子和#介子发生相互作用（质
子还交换光子产生电磁相互作用）2其出发点是一个
有效的拉格朗日密度
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利用（"）式，通过经典变分原理可导出核子运动的
’()*+方程
［! (’·

!

$ $（ $）$(（% $ &（ $））］$’ ,)’$’，

（%）
以及介子和光子运动的 -./(0123)430方程
（!* $ !%

+）+（ $）

, ! "+#(（ $）! "%+%（ $）! "&+&（ $），

（!* $ !%
,）,!（ $）

, ",)!（ $）! "#（,","）,!（ $），
（!* $ !%

#
）!!（ $）, "#%!（ $），

!**!（ $）, #)!#（ $）， （&）
其中 $（ +）和 &（ +）分别是矢量势和标量势 5

$（ $）, [( ",%!,!（ $）$ "#%!"!!（ $）

$ #%!
" !&&

% *!（ $ ]），
&（ $）, "++（ $）， （#）

方程（%）和（&）可以自洽地迭代计算，具体的细节可
参看文献［%6，%7］5
形变约束计算可以通过对下式的非约束

8*9(.:30(*0量本征值变分来实现［%;］：

〈,<〉,〈,〉$ "
% -!（〈.%〉!!%）

% 5 （=）

其中 -! 为约束计算乘子，!% 为给定的四极矩数值 5
这样在不同四极形变下的结合能就可以得到 5

& > 数值计算结果与讨论

我们系统地计算了 ?/，-)，?)和 @)四个同位素
链中的偶1偶核，计算的范围为 A#—"B# ?/，A7—"BA -)，
6%—"B7 ?)和 6A—""B @)，在计算中采用常用的 CD&［&B］和
E-"［&"］参数组，由于两组参数组给出了相似的结论，
在这里只给出 CD&参数组的计算结果 5并采用轴对
称谐振子基展开的计算方法，基底数为 / F , /G ,
"#5另外为了计算简便，采用固定能隙的 HI?近似来
描述对关联，对能隙取!0 ,!1 , "">%J*"J% K/L5约
束形变的 MKN理论计算的 ?/，-)，?)和 @)四个同位
素链中的偶1偶核的基态平均每核子束缚能见图 "5
从图 "中可以看到，除了极个别的原子核（7# ?/）

外，用 CD&参数组计算的原子核的基态束缚能比实

图 " 约束形变的 MKN理论计算的 ?/，-)，?)和 @)同位素链基

态平均每核子束缚能（其中用空心点表示的为计算值，用实心点

表示的为实验值［&%］）

验值系统地偏大，在图上反映出来的就是代表实验

数据的实心点比理论计算的空心点系统地偏低 5正
是因为这个原因，MKN理论给出的各同位素链中的
最稳定核（即平均每核子束缚能最大的核）和实验值

有一定的偏差，对于 ?/和 -)同位素链，理论给出的
最稳定核分别是7B ?/和7A -)，而实验值则分别为67 ?/
和7#-) 5对于 ?)和 @)同位素链，理论和实验的结果
是一致的，给出的最稳定核分别为77 ?)和;B @) 5在基
态束缚能方面，理论计算值和实验值相差最小的是
7A-)，其基态束缚能的差距仅为 B>"%& K/L，差距最
大的是;% ?)，其基态束缚能的差距达到 #>676 K/L，但
其相对误差也只有 B>AO 5总的来说，相对论平均场
理论对该区域的描述基本是可靠的 5
接下来，用约束形变的 MKN理论来研究这四组

同位素链中的形状共存现象 5我们用 MKN理论计算
每个核在不同四极形变下的束缚能，然后根据这些

在不同四极形变下的束缚能的数值绘制成每个原子

核的位能曲面，再根据这些位能曲面来判断哪些核

可能存在形状共存现象 5本文对形状共存做如下定
义：在一个核的位能曲面上至少有两个能量相近的

极小点，规定这两个能量极小点的能量差应小于 "
K/L，并且这两个能量极小点之间的势垒高度应大
于 B>= K/L，因为如果势垒高度太小，就很难形成稳
定的态 5遵循这样的原则，我们对上述核的位能曲面
进行了详细地分析，发现在此区域内有很多核可能

具有形状共存现象，由于计算的核很多，限于篇幅，

在图 %中只给出几个代表性的原子核的位能曲面 5
从图 %中可以清楚地看到各原子核的位能曲面

情况 5 7# ?/是一个典型的球形核，它的基态四极形变
在(% , B>BBB 处，有很深的势阱，并且曲线的底部
非常尖锐 5 "BB ?/是一个典型的形变核，其基态四极形
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图 ! "#$理论计算的部分核的位能曲面（在此基态的能量作

为参考点）

变在!! % & ’(!!) 处，基态是扁椭球形 *后面的四
个核是各种不同形式的形状共存核：+, -.和/’0 12都
是长椭球3扁椭球的形状共存，但+, -.的基态是扁椭
球形，而/’0 12的基态是长椭球形 * ,’ 12是球形3长椭球
共存，而,! 12为更复杂的扁椭球3球形3长椭球形状共
存 *在此区域里绝大部分形状共存核都是长椭球3扁
椭球的形状共存，在表 /中详细地列出了这些核，并
进一步指出两个能量极小点的能量差 *另外除了常
见的长椭球3扁椭球的形状共存外，我们还将其他一
些形式的形状共存，如球形3长椭球共存、球形3扁椭
球共存，特别是在质子数 ! % 0’的 12同位素中，还
发现了更为复杂的扁椭球3球形3长椭球形状共存，
在表 !中列出 *

表 / 约束形变的 "#$理论给出的可能具有形状共存现象的核 *其中 "4253"567表示在长椭球和扁椭球两个极小点的能量差，

如果此值为负就表示核在长椭球极小点时的能量比扁椭球时的能量更低（#.8）

核 !!（425） !!（567） 9425 & "567 核 !!（425） !!（567） 9425 & "567

+0-. ’(!:: & ’(!!; & ’(!’/ <0-2 ’(0)< & ’(:00 ’(!::

++-. ’(!:; & ’(!)’ ’(!:: ;!-2 ’(/,; & ’(/:) & ’(/’<

+,-. ’(!)! & ’(!+< ’()!0 ;0-2 ’(0)0 & ’(!:+ & ’(0:!

<,-. ’(/;) & ’(!:’ & ’(!), ;+-2 ’(0;) & ’(!;! & /(’’+

,,-. ’(!/! & ’(!’< ’(//! ;,-2 ’(0+’ & ’(:0/ & ’(’:+

;’-. ’(!)’ & ’(!:0 ’(/)+ /’’-2 ’(00! & ’(:0+ & ’(!’/

;!-. ’(!0’ & ’(!++ /(’:/ /’!-2 ’(0:; & ’(::/ & ’(<);

;0-. ’(!:, & ’(!<! /(’+’ /’0-2 ’(0!! & ’(!+: & ’(<+/

;+-. ’(!:) & ’(!); ’()</ /’+-2 ’(0!! & ’(!<< & ’(<;,

+,=2 ’(!): & ’(!,/ ’(,)< <+12 ’(0); & ’(/,: & ’(!’’

<0=2 ’(0)< & ’(:0! & ’(’!/ ;012 ’(!:’ & ’(/</ ’(’++

<+=2 ’(0)< & ’(:’< & ’(:/: ;+12 ’(!<0 & ’(/;< & ’(+00

,’=2 ’(//, & ’(!+0 ’(!!; /’012 ’(0:; & ’(!’+ & ’()0/

,!=2 ’(/:; & ’(’;, & ’(<+< /’+12 ’(0!! & ’(!!0 & ’(/)/

;’=2 ’(/</ & ’(!!+ & ’(:/0 /’,12 ’(0!/ & ’(!:, & ’()!<

;!=2 ’(!/+ & ’(!+< ’())<

表 ! 约束形变的 "#$理论给出的可能具有球形形状共存现象的核（#.8）

核
扁椭球 球形 长椭球

!! "> !! "> !! ">

/’+=2 & ’(!;: & ,:/(,:’ ’(’’’ & ,:!(+<<

,’-2 ’(’’’ & +,/(;!! ’()/0 & +,/(;0’

/’,-2 ’(’’’ & ,+<(’)! ’(0)< & ,++(0+<

,’12 ’(’’’ & ++0(<+’ ’(0;, & ++)(:,<

,!12 & ’(!/’ & +;’(:!! ’(’’’ & +;’(!<’ ’())0 & +;’(’<’

//’12 ’(!’: & ,;<(,,; ’(’’’ & ,;,(!</ ’(0)< & ,;,(!’<
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从表 !和 "可以看出，这四个同位素链中形状
共存现象是非常丰富的，理论计算指出，对于 #$，
%&，#&和 ’&这四个同位素链中可能具有形状共存现
象的核的个数分别为 (，)，!!和 (个 *
对于 #$同位素链，+,-理论计算表明在较轻的

（./—.) #$）和较重的（))—(. #$）的 #$同位素中都有形状
共存现象，并且它们都是长椭球0扁椭球共存 *在这
些可能的形状共存核中，除了./ #$和1) #$外，其余的
核的基态都是扁椭球形 *对于 #$同位素的形状共存
的研究主要集中在.) #$，如文献［.—)］中都指出.) #$
可能存在形状共存现象，这和 +,- 计算结果是一
致的 *
对于 %& 同位素，+,- 理论计算给出的可能的

形状共存核的个数只有 )个，是我们所研究的四个
同位素链中个数最少的，并且这些核比较分散 * %&
元素是各种理论和实验研究比较多的元素，对于 %&
同位素，以前的研究主要集中在1"—1) %&［)—!2］，在上述
的文献中指出了这四个核都是可能的形状共存核，

但 +,-理论计算的结果表明，1/ %&和1. %&是形状共
存核，但对于1" %&和1) %&，这两个核的两个能量极小
点的能量差分别为 "3/42 ,$5和 !3!1) ,$5，按照我
们给形状共存核定义的标准，即两个能量极小点的

能量差应该小于 ! ,$5，1"%&和1)%&不是可能的形状
共存核 *
对于 #&同位素，+,-理论计算结果显示可能为

形状共存核的个数为 !!个，是四个同位素链中最多
的 * 1/ #&为长椭球0扁椭球共存，其基态为扁椭球 * )4 #&
和!4) #&为球形0长椭球共存，而余下的 )个核非常有
规律，它们的质量数从 ! 6 ("一直到 ! 6 !4.是连
续的，并且它们都是长椭球0扁椭球共存，基态都是
长椭球形 *文献［!.，!1］指出() #&为可能的形状共存
核，这与我们的计算结果是一致的 *
对于 ’&同位素，’&元素的质子数 " 6 /4 是一

个大的子壳，正是由于这点，在 ’&元素可能的形状
共存核中出现了非常独特的现象，即扁椭球0球形0
长椭球共存，如)" ’&，!!4 ’&这两个核 *
最近对 ! 7 )4 区的研究成为一个非常热门的

话题，! 7 )4核区的原子核其能级结构比较复杂，原
因是质子和中子数较为接近，从而中子与质子的相

互作用机理比较复杂，而且这一区域的能级分布在

809壳层上，从而导致能级密度较高，结构也较为复
杂 *因而这一区域也是研究形状共存的一个很好的
区域，有文献指出，在 ! 7 )4 区有着非常丰富的形

状共存现象［!)］* +,-计算表明有如下 ) 个核：1) #$，
1.%&，)4%&，)"%&，)4 #&，1. ’&，)4 ’&和)" ’&可能存在形状共
存现象 *这也充分说明对此区域的原子核的深入研
究对于进一步认识原子核的结构和内部机理是十分

重要的，因此引起了越来越多的实验和理论工作者

的注意 *
# 6 " 的原子核最近也成为一个非常感兴趣的

话题，对于这样的原子核，由于它的中子和质子占据

的轨道是一样的，它们之间的竞争激烈，因此很可能

会出现形状共存现象 * +,- 理论计算的 # 6 " 核
（即.) #$，1"%&，1. #&和)4 ’&）的位能曲面见图 : *

图 : +,-理论计算的 # 6 " 核的位能曲面（在此基态的能量

作为参考点）

从图 :可以看到，.) #$和)4 ’&这两个核中的两个
能量极小点的能量差都小于 ! ,$5，是可能的形状
共存核，对于1"%&，1. #&这两个核，我们的计算结果显
示它们的两个能量极小点的能量差分别为 "3/42
,$5和 !3("1 ,$5，不符合我们定义的形状共存核
的条件，因此 +,-理论计算的结果认为它们不是形
状共存核 *在 ;<=<><=?等人的工作中［!/］，用 #@A&=$0
B<&C&$$0-DE@0FD>DG?HIDJ（#B-F）方法详细研究了 # 6
" 的核，指出了.) #$，1"%&，1. #&和)4 ’&都是可能的形状
共存核 *在该文献的图 ! 中展示了用 #B-F理论计
算的这几个核的位能曲面，通过对比两种理论计算

的位能曲面，可以看到两种理论的结果是完全相似

的，其中曲线的形状以及基态的四极形变都几乎是

完全一样的 *从该文献的四个核的位能曲面中可以
看到，.) #$和)4 ’&这两个核中的两个能量极小点的能
量差都小于 ! ,$5，是可能的形状共存核，这和 +,-
理论计算的结果是一致的 *对于1" %&，1. #&这两个核
的两个能量极小点的能量差分别为 ! ,$5 和 !31
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!"#左右，他们认为这两个核也是形状共存核，是
因为他们定义的形状共存的标准和本文不一样 $在
本质上和 %!&理论的结果是一致的，即 %!&理论
对此区域的形状共存的研究是有效可行的 $
总的来说 %!&理论能够较好地重复出大多数

实验上和其他理论所推荐的形状共存核 $
接下来我们再来研究此区域中的幻数情况 $ !

’ ()是一个传统的中子幻数，其对应的核的形状理
论上为球形核，这点在 %!&计算的位能曲面图上得
到了很好的验证 $ *+ ,"，*-./，** ,/和0) 1/这四个中子数
! ’ ()的幻数核的位能曲面见图 + $

图 + 约束形变的 %!&理论给出*+ ,"，*- ./，** ,/和0) 1/的位能曲

面（在此基态的能量作为参考点）

从图 +可以看到，这四个核的基态的形变都是

!2 ’ )3)))，并且都有很深的势阱，是非常稳定的典
型的球形核 $另外我们还发现在此区域里 ! ’ 4)也
可能是一个中子幻数，中子数 ! ’ 4) 的四个核即
5)+ ,"，5)-./，5)* ,/和5)) 1/，其位能曲面见图 ( $
从图 (可以看到，这四个核的基态的形变都是

!2 ’ )3)))，即在基态它们都是球形核 $对于5)+ ,"这

是一个典型的球形核，它有一个 535 !"#左右的势
阱深度来阻止其跃迁到其他形态 $ 5)- ./的基态也是
球形的，但在比基态能量高 )30 !"#的地方有一个
扁椭球的第二能量极小点，此核有可能具有球形6扁
椭球形状共存现象 $ 5)* ,/的情况和5)-./是类似的，在
比基态能量高 )37 !"#的地方有一个长椭球的第二
能量极小点，此核有可能具有球形6长椭球形状共存
现象 $对于 55) 1/，虽然它的基态形变仍然是!2 ’
)3)))，但在位能曲面上有三个能量非常靠近的极小

图 ( 约束形变的 %!&理论给出5)+,"，5)- ./，5)* ,/和5)) 1/的位能

曲面（在此基态的能量作为参考点）

点，此核有可能具有非常独特的扁椭球6球形6长椭
球形状共存现象 $接下来我们再从这四个核的单中
子能级来研究 ! ’ 4)的中子幻数情况，这四个核的
单中子能级见图 - $

图 - 约束形变的 %!&理论计算的5)+,"，5)- ./，5)* ,/和5)) 1/的单

中子能级图

从图 -可以看到，对于传统的中子幻数 ! ’ ()，
它所对应的能隙是非常大的，一般都在 (3(—-3)
!"#之间，充分展示了其壳效应 $而对于中子数 !
’ 4)，它所对应的能隙虽比 ! ’ ()对应的能隙要小
一些，但也是比较大的，其能隙一般在 23(—+3)
!"#之间，也体现出了壳效应 $在文献［77］中也提出
对于 89同位素 ! ’ 4) 是一个新的中子幻数，可见
! ’ 4)在某些区域内可能是中子幻数 $
总的来说，在此区域里，中子数 ! ’ 4) 可能是

一个中子幻数，但其幻数效应没有传统幻数 ! ’ ()
明显 $
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!" 结 论

本文用相对论平均场理论系统地研究了 #$，
%&，#&和 ’&四个同位素链中的形状共存现象 (理论
计算的各核的基态束缚能和实验值符合得非常好 (
通过对理论计算的各核的位能曲面的分析，我们系

统地指出各同位素链中的可能的形状共存核，并进

一步指出各核的位能曲面上两个能量极小点的能量

差 (和其他理论模型及实验相比，)*+理论能重复
出大多数文献中提到的可能的形状共存核 (最后我
们还讨论了这四个同位素链中的中子幻数情况，传

统的中子幻数 ! , -.在 )*+理论计算中得到了很
好地验证，同时我们从位能曲面及单中子能级分析，

提出在此区域内 ! , /.也是一个可能的幻数 (
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