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利用随机光滑动力系统的 *+,-./+,0正交多项式逼近方法，研究了双边约束条件下随机 012 3,4 567系统的分岔
现象 8数值研究表明，双边约束随机 012 3,4 567系统中不仅存在着丰富的倍周期分岔现象，还存在非光滑系统中所
特有的擦边分岔 8着重研究了随机非光滑系统中的擦边分岔，分析了随机因素对非光滑动力系统中擦边分岔的影
响 8研究表明，*+,-./+,0多项式逼近也是研究随机非光滑系统动力学行为的一种有效方法 8
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# F 引 言

在航空航天、机械制造、土木工程等领域存在着

有间隙而导致的冲击、碰撞、干摩擦等非光滑因素 8
非光滑因素的存在往往使得动力系统的向量场不可

微，从而导致动力系统的强非线性和奇异性 8因此，
迫切需要人们对这类非光滑动力系统的本质做深入

全面的了解［#］8从 %$世纪 &$年代起，G1/4>等［%，)］对
多种冲击消振器的对称与非对称周期运动进行了理

论和实验研究 8文献［:，9］研究了分段线性系统的分
岔与混动运动 8H+>/I62［&，"］首先应用奇异性理论研究
了擦边碰撞的 56>2E14J映射不可微性 8文献［(—##］
利用局部 56>2E14J 映射研究了非光滑系统的稳
定性 8 5,I,4K1［#%］研究了具有黏滞阻尼的碰撞振子中
擦边分岔、倍周期分岔、鞍结分岔之间的转迁现象 8
关于存在随机因素的非光滑动力系统，L6D4IE+,2K6
等［#)—#9］利用直接能量平均法，研究了单自由度碰

撞振动系统的能量响应问题 8 M>2? 等［#&，#"］精确求
解了具有间隙的单自由度碰撞振动系统的闭合

解 8以上都是针对随机非光滑线性系统进行研究
的，而对于随机非光滑非线性系统的研究还不

多见 8
近来，文献［#(，#’］利用 *+,-./+,0 多项式逼近

法研究了线性系统的演化随机响应问题 8马少娟

等［%$，%#］应用 *+,-./+,0 多项式逼近法研究随机
NDOO>2?<012 3,4 567系统的倍周期分岔和对称破裂分
岔 8冯进钤等［%%］利用多项式逼近的方法研究了随机
NDOO>2?单边约束系统的倍周期分岔现象 8
本文主要运用 *+,-./+,0多项式逼近方法，研究

了带有随机参数的双边约束 012 3,4 567系统的分岔
现象 8首先利用多项式逼近，将随机系统转化成与其
等价的高维确定性动力系统，再对约束条件作平均

处理，然后利用确定性系统的数值方法讨论了系统

的分岔行为，最后研究分析了随机因素对其动力学

行为的影响 8

% F *+,-./+,0多项式

正交多项式逼近法中多项式基的选取依赖于

方程中随机变量的概率密度函数 8本文考虑的随
机非光滑系统中随机变量!"［ P #，#］，且服从
拱形分布，其概率密度函数曲线如图 # 所示，表达
式为

!（!）Q
（%R!） # P!# % （! $ #），
$ （! S #）{ 8

（#）

基于此类概率密度函数，可选择第二类 *+,-./+,0
多项式为正交多项式基 8此类正交多项式的一般表
达式为
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图 & 随机变量!的拱形分布概率密度函数

第二类 )*+,-.*+/多项式的循环递推公式为

!!" ! &
#（!"%& 0 !"0&）1 （’）

其加权正交性可表示为

"
&
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#
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& %!# # !$（!）!%（!）2!

!
& （$ ! %），
$ （$ $ %）{ 1

（3）

因为加权函数正好为拱形概率密度函数，即（&）
式中的 &（!），所以（3）式等号左边可以看成是
!$（!）!%（!）乘积的期望 1本文将随机变量!的可
测函数 ’（!）展开成下列级数形式：

’（!）! !
4

" ! $
("!"（!）， （5）

式中

(" !"
&

%&
&（!）’（!）!"（!）2!1

这种展开称为随机函数 ’（!）的正交分解，是一种最
佳均方意义下的逼近 1

( 6 随机 /78 2+9 :;< 双边约束系统的
)*+,-.*+/多项式逼近

考虑单自由度含随机参数的 /78 2+9 :;<双边约

束系统，其动力响应的微分方程如下：

)= 0 *)# )·% +)·

0 ) ! ,>;.（"-） （ ? ) ? @ .），

)·0 ! % /)·% （ ? ) ? ! .），
（A）

式中 + 为常数，* 为随机参数，,>;.（"-）为谐和激
励，. 为一刚性约束常数 1当 ? ) ? @ . 时，系统是一随
机光滑系统

)= 0 *)# )·% +)·0 ) ! ,>;.（"-）1 （B）
当 ? ) ? ! . 时，系统的速度发生跃迁，/ 为恢复系数 1
考虑（A）式是一带有随机参数的碰撞振动系统，相应
地 )·%，)·0 表示碰撞前后的速度，取约束面# !
｛（)，)·）? ? ) ? ! .｝，)·0 ! % /)·%为跃迁方程 1设 * 可
以表示为 * ! *— 0$!，其中 *—和%"#分别为 * 的均值
和方差，!为定义在［ % &，&］上其概率密度函数服从
拱形分布的随机变量 1
由正交多项式逼近（5）式可知，在无约束条件下

系统（B）的响应可表示成时间 - 和!的函数，且能展
开成如下的级数形式：

)（ -，!）! !
4

" ! $
)"（ -）!"（!）1 （C）

当 " 取有限值时，（C）式可以近似表示为

)（ -，!）%!
0

" ! $
)"（ -）!"（!）， （&$）

式中 !"（!）表示第 " 个 )*+,-.*+/多项式，

)"（ -）!"
&

%&
&（!）)（ -，!）!"（!）2!1

在没有约束时，将（&$）式代入（B）式，有
2#
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（&&）式等号左边的非线性项 !
0

" ! $
)"（ -）!"（!( )） (

可

以展开如下［#$，#&］：

!
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式中 1"（ " ! $，&，#，⋯）为 !"（!）（ " ! $，&，#，⋯）的系
数 1利用 )*+,-.*+/多项式的递推关系式（’）可得
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B$&# 物 理 学 报 3A卷



! "
#!

!

" ! $
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根据精度的要求，可取 ! ! )，将（"#），（"(）式代入
（""）式，可令 $ % " ! $，然后将所得方程的两边都乘
以 #"（!）（ " ! $，"，#，(，)），再关于!求期望，最终可
得到
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+"

*
* %［$"%"（ %）& $"&"（ %）］! $

（ " ! "，#，(，)）’
于是，无约束随机光滑 /01 *23 4-5系统（6）就化为一
个等价的确定性系统（")）’
由逼近式（"$）知，随机光滑 /01 *23 4-5 系统的

集合平均响应可近似表示为

*［’（ %，!）］!!
)

" ! $
’"（ %）*［#"（!）］

! ’$ ’ （"7）
由于!是随机变量，在［ % "，"］之间取一组样本｛!"｝

时，每个样本!" 对应一个确定性样本系统（6）（此时
式中 ( 为一确定常数）’在有约束的情况下，由于随
机因素的影响，存在某个时刻 %$ 时，有的样本系
统的轨道已经和约束面$（此处为虚拟约束面）
发生了碰撞，而有的还没有到达约束面$ ’因此，
有必要对约条件作平均处理 ’由（"7）式可将平均
约束条件、平均约束面、平均跃迁方程分别做如下

定义：

*［’（ %，!）］! 8 ’$ 8 9 +， （"+）

$$ !｛（’，’·）8 *［’（ %，!）］
! 8 ’$ 8 ! +｝， （":）

’" ! $ （ " ! "，#，(，)），
（"6）

’·"& ! % ,’·"% （ " ! $，"，#，(，)）’
将（")），（"+）—（"6）式代入（:）式，对随机 /01 *23 4-5
双边约束系统进行化简 ’当 8 ’$ 8 9 + 时，

*#

* %# % & *
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( (— *
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*
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当 8 ’$ 8 ! + 时，

’" ! $ （ " ! "，#，(，)），

’·"& ! % ,’·"% （ " ! $，"，#，(，)）’
（#$）

这样，通过对约束面和跃迁方程取平均来处理

约束条件，并借助于 <=2>?.=2/多项式逼近，将带有
随机参数的双边约束 /01 *23 4-5系统（:）在最小均
方误差意义下，转化成了一个确定性高维的非光滑

动力系统（";），（#$）式 ’ 进一步，可以利用确定性系
统的数值方法分析研究随机非光滑系统的动力学

现象 ’

) @ 双边约束条件下随机 /01 *23 4-5系
统的分岔研究

!"#" 经典倍周期分岔研究

随机动态系统的渐近性态随参数的变化发生的

定性变化为随机系统的分岔 ’随机分岔分为动态分
岔和现象学分岔 ’倍周期分岔和擦边分岔都为动态
分岔 ’下面研究随机系统的分岔行为 ’原双边约束条
件下随机 /01 *23 4-5系统为

’A &（(— &"!）’
# ’·% &’·

& ’ ! ),-.（#%） （ 8 ’ 8 9 +），

’·& ! % ,’·% （ 8 ’ 8 ! +）’
（#"）

当" ! $ 时，（#"）式简化为双边约束条件下确定性
/01 *23 4-5系统

’A & (— ’# ’·% &’·

& ’ ! ),-.（#%） （ 8 ’ 8 9 +），

’·& ! % ,’·% （ 8 ’ 8 ! +）’

（##）

由正交多项式逼近得到的系统（";），（#$）式为等价
系统，三个系统所对应的响应分别为随机系统响应

（BBC）、确定性系统响应（DBC）和等价系统响应
（EBC），其中 BBC是原随机系统的样本响应在概率
意义下的平均，此响应利用 F-1G2H<035-随机模拟法
得到，DBC和 EBC是利用确定性系统数值模拟方法
得到的响应 ’
本文是利用随机系统的等价系统来研究随机系

统的动力学行为 ’以下是用数值模拟的方法得到三
个系统响应的对比，进而研究双边约束条件下随机

/01 *23 4-5系统经典的倍周期分岔行为 ’本文中，取

;$"#)期 李高杰等：双边约束条件下随机 /01 *23 4-5系统的分岔研究



系统固定参数!! "#"$，刚性约束 ! ! %#"，碰撞恢复
系数 " ! "#& ’因!是一个小量，随机系统和确定性
系统的初值可同取为 #（"）! "#(，#·（"）! $#" ’等价
系统的初值可取为 #（"）!［"#(，"，"，"，"］，#·（"）!
［$#"，"，"，"，"］’记 $)%)& 表示周期运动，其中 $ 表
示激励周期数，%，& 分别表示与左右约束面的碰撞
次数 ’当参数" ! $#"，’— ! ( ! "#(，) ! *#&$"+时，系
统存在稳态的周期响应，周期为 $*（* ! %!,"）（下
同），即 $)%)% 周期运动，如图 %（-），（.）所示 ’其他

参数保持不变，当 ) ! &#"&%/ 时，$)%)% 周期运
动发生倍周期分岔，变为稳定的 %)0)0周期运
动，如图 %（1），（2）所示 ’ 当 ) ! &#0*(+ 时，系统
出现稳定的 $)%)/周期运动，如图 /（ -），（ .）所
示 ’而 ) ! &#3((+时，$)%)/周期运动发生倍周期分
岔，变为稳定的%)0)+周期运动，如图 /（ 1），（ 2）
所示 ’
图 %和图 /给出了三个系统周期响应的拟合，

可看出三个系统的周期响应拟合较好 ’

图 % 当 ) ! *#&$"+，&#"&%/时倍周期分岔时间历程和相轨图 （-）) ! *#&$"+时确定性系统时间历程图，（.）) ! *#&$"+时

三个系统的 $)%)%周期响应，（1）) ! &#"&%/时确定性系统时间历程图，（2）) ! &#"&%/时三个系统的 %)0)0周期响应

!"#" 双边约束条件下随机 $%& ’() *+,系统的擦边
分岔研究

在非光滑动力系统中（特别是在碰撞或约束

系统中）存在速度的跃迁，使得相空间的流不光

滑，这就有可能出现擦边现象 ’所谓擦边现象（也
称擦边分岔），是指在相空间中轨线以零速度

与约束面（碰撞面）接触时导致运动出现不确定

性的现象 ’对于此种现象的研究，目前还没合适
的理论基础，因此大多是利用数值的方法进行

研究 ’
当参数" ! $#"，’— ! ( ! "#(，确定性系统的初

值和等价系统的初值分别取为 #（"）! $#(，#·（"）!
/#"，#（"）!［$#(，"，"，"，"］，#·（"）!［/#"，"，"，"，"］’
同样取 ) 为分岔参数，在随机参数激励强度!取值
很小，即取" # "$时，得到如图0所示的三个系统响

"$$% 物 理 学 报 (*卷



图 ! 当 ! " #$%&’(，#$)’’(时倍周期分岔时间历程和相轨图 （*）! " #$%&’(时确定性系统时间历程图，（+）! " #$%&’(时

三个系统的 ,-.-!周期响应，（/）! " #$)’’(时确定性系统时间历程图，（0）! " #$)’’(时三个系统的 .-%-(周期响应

图 % 三个系统周期响应的拟合图及局部放大 （*）三个系统响应的拟合图（! " #$!&11），（+）为（*）的局部放大

应的拟合图 2由图 %可知，在 ! " #$!&11时，系统的
一条轨线即将与右约束擦切 2当增大 ! 到 #$!&’1
时，三个系统已经与约束擦切，如图 ’所示 2图 ’（*）
给出了此时三个系统的相轨图，图 ’（+）给出了此时

系统的 3456/*78截面图，此时截面截得的是一混沌
吸引子 2说明经过擦切运动，系统直接进入混沌
运动 2
由于随机参数激励强度!很小（随机因素的影

,,,.%期 李高杰等：双边约束条件下随机 9*6 0:7 34;系统的分岔研究
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响很小），随机系统的响应与确定性系统的相差不

大，基本上和确定性的响应一致 !研究表明，用正交
多项式逼近的方法研究随机非光滑动力系统，也是

一种有效方法 !以下通过改变随机参数激励强度的
大小，探讨随机因素对随机非光滑动力系统擦边分

岔的影响 !

图 " 三个系统的混沌响应和 #$%&’()*截面图 （(）三个系统的响应（! + ,-./"0），（1）三个系统的 #$%&’()*截面图（! + ,-./"0）

!"#" 随机因素对非光滑动力系统擦边分岔的影响

与双边约束条件下随机 2(& 34) #$5系统的参数
和初值的取法一致 !由以上讨论可知，当! + 0-06
时，等价系统在分岔参数 ! + ,-./"0左右发生擦边
现象，而随着随机参数激励强度!逐渐增大，等价
系统发生擦边现象时分岔参数的临界值越来越小 !

如图 7所示，当!+ 0-0"时，等价系统在 ! + ,-./00
时已经经过擦边进入混沌运动了 !随着!增大到
0-80时，等价系统在 ! + ,-.700时也开始作混沌运
动了 !这说明，正是由于随机参数激励强度的越来越
大，才使得非光滑动力系统发生擦边现象时分岔参

数的临界值越来越小 !
在研究过程中，发现当取定参数 !时，随

图 7 等价系统的混沌响应图 （(）!+ 0-0"，! + ,-./00时等价系统的响应，（1）!+ 0-80，! + ,-.700时等价系统的响应

着随机参数激励强度!的增大，等价系统发生了倍
周期分岔现象 !如图 / 所示，取 ! + ,-.9"0，当随机
激励强度!+ 0-6" 时，等价系统在作 8: 9: 9 周期运
动 !而当!+ 0-80时，等价系统开始作 9:,:,周期运

动了，这是在确定性系统中所不存在的 !这说明，非
光滑动力系统在擦边附近对数值极端的敏感，即

使是很小的扰动，也能使系统的运动发生很大的

变化 !
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图 ! 等价系统的周期响应和 "#$%&’()截面图 （’）!* +,-.，! * /,01.+时等价系统的周期响应，（2）为（’）的 "#$%&’()截面图，

（&）!* +,3+，! * /,01.+时等价系统的周期响应，（4）为（&）的 "#$%&’()截面图

., 结 论

本文通过正交多项式逼近的方法，将双边约束

条件下随机 5’% 46( "#7 系统转化为高维确定性系
统，进而利用确定性系统的数值方法研究了约束条

件下系统的分岔行为 8利用等价系统和确定性系统

响应的比较，研究了系统的倍周期分岔行为，分析了

随机系统中擦边分岔现象 8本文还研究了随机因素
对非光滑动力系统的影响，并且随着随机参数激励

强度的变化，得到了确定性系统中所没有的倍周期

分岔现象 8本文对随机非光滑动力系统还只是初步
的研究，有待进一步的深入 8
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学出版社）］

［3］ G’D($ C H，E’:BF6I J K -LM/ 7 8 8(&/6* 8 4&( 8 82 8 !" ----
［0］ G’D($ C H -L!0 7 8 8339 8 )#(: 8 #$ -3!
［1］ CF’N C <，?#7O6D " > -L/0 7 8 4&/+’ 0%1 8 %$ -3L
［.］ ?: ? P -LLM 8(*, )#(: 8 4%+ 8 &’ 1/0（$% EF$%6D6）［胡海岩 -LLM
力学学报 &’ 1/0］

［M］ <F$DQ#% ; C -L/! 7 8 4&/+’ 0%1 8 ((’ 0L.

［!］ <F$DQ#% ; C -LL3 7 8 4&/+’ 0%1 8 ("& 13!
［/］ R#(4O’(S T @ -LL- 7 8 4&/+’ 0%1 8 (!" 3!L
［L］ UF’%B C >，9: V C 3+++ 8(*, )#(: 8 4%+ 8 #& .L（$% EF$%6D6）［张

思进、陆启韶 3+++ 力学学报 #& .L］
［-+］ >$% 9，9: V C，<’%B V 3++1 ;:%+ 8 7 8 8339 8 )#(: 8 &( 3-（ $%

EF$%6D6）［金 俐、陆启韶、王 琪 3++1 应用力学学报 &( 3-］
［--］ >$% 9，9: V C 3++. 8(*, )#(: 8 4%+ 8 #) 1+（$% EF$%6D6）［金 俐、

陆启韶 3++. 力学学报 #) 1+］
［-3］ "6Q6(S’ H -LLM ;:,&6 4&9%*&+6 !$,(* 8 ) -M0.
［-0］ W#:(Q&F6%S# X Y，X$O6%Q26(B G H 3++- 7 8 4&/+’ 0%1 8 &!’ L-0

0--31期 李高杰等：双边约束条件下随机 5’% 46( "#7系统的分岔研究



［!"］ #$%&’()&*+ , -，./0*(12&’3/ # 4 566" !"#$%#&’( )*#’+ 7 !" 558
［!9］ ./0*(12&’3/ # 4，:$;’+ : < 566= ,#- 7 . 7 !"#> $%#&’( /&01 7 #$ ""?
［!=］ @$’+ A <，<2&0 B C !886 . 7 2"3#4 5%6 7 $#$ D"D
［!?］ @$’+ A <，E/0’+ , A !886 7’(-183’9& 7#: 7 2-3( 7 )*#’+ 7 $% ?F8
［!F］ -;’+ G，:&’+ H :，</’+ C I 566" . 7 2"3#4 5%6 7 &"" !8F
［!8］ -;’+ G，:&’+ H :，,; H J，,&’+ K 566" ;0-’ /&01 7 2%# 7 &’ 585
［56］ ,; < @，H0 L，:$ L，@$’ E - 5669 ;0-’ <1*= 7 2%# 7 (# D96F（$’

C2$’&M&）［马少娟、徐 伟、李 伟、靳艳飞 5669 物理学报 (#

D96F］

［5!］ <0’ H @，H0 L，,; < @ 566= ;0-’ <1*= 7 2%# 7 (( =!6（$’ C2$’&M&）

［孙晓娟、徐 伟、马少娟 566= 物理学报 (( =!6］

［55］ -&’+ @ I，H0 L，L;’+ N 566= ;0-’ <1*= 7 2%# 7 (( 9?DD（ $’

C2$’&M&）［冯进钤、徐 伟、王 蕊 566= 物理学报 (( 9?DD］

!"#$%&’()&’*" *+ &,$ -’+./0)&’*" *+ %&*0,)%&’0
#)" 1$/ 2*3 %4%&$5!

:$ K;/>@$&O H0 L&$ L;’+ :$;’+ -&’+ @$’>I$;’
（)&>’(-+&#- "? ;>>$%&4 /’-1&+’-%0=，!"(-1@&=-&(# <"$*-&01#%0’$ A#%B&(=%-*，C%P’# ?!66?5，D1%#’）

（N&1&$Q&R 58 #&1&%)&* 566=；*&Q$M&R %;’0M1*$S( *&1&$Q&R D! T0+0M( 566?）

T)M(*;1(
G2& C2&)UM2&Q S/VU’/%$;V ;SS*/W$%;($/’ $M 0M&R (/ $’Q&M($+;(& (2& M(/12;M($1 )$X0*1;($/’ /X Q;’ R&* J/V MUM(&% Y$(2 (Y/>

M$R&R );**$&*M 7 G2& ’0%&*$1;V *&M0V(M M2/Y (2;( (2&*& $M ’/( /’VU R$Q&*M& S2&’/%&’; /X S&*$/R>R/0)$’+ )$X0*1;($/’ $’ (2& MUM(&%，
)0( ;VM/ &W$M(，(2& +*;Z$’+ )$X0*1;($/’ Y2$12 $M 0’$[0& X/* (2& ’/’>M%//(2 MUM(&%7 G2& +*;Z$’+ )$X0*1;($/’ $M $’Q&M($+;(&R
&%S2;($1;VVU，;’R (2& $’XV0&’1& /X (2& *;’R/% X;1(/* /’ (2& +*;Z$’+ )$X0*1;($/’ $’ (2& M(/12;M($1 ’/’>M%//(2 RU’;%$1M MUM(&% $M
;’;VUZ&R 7 .( $M M2/Y’ (2;( (2& C2&)UM2&Q S/VU’/%$;V ;SS*/W$%;($/’ $M ; Q;V$R %&(2/R X/* (2& $’Q&M($+;($/’ /X ’/’>M%//(2 MUM(&%M7

)*+,-./0：’/’>M%//(2 RU’;%$1 MUM(&%，M(/12;M($1 Q;’ R&* J/V MUM(&%，+*;Z$’+ )$X0*1;($/’，(Y/>M$R&R );**$&*M
1233：69"?

!J*/\&1( M0SS/*(&R )U (2& ];($/’;V ];(0*;V <1$&’1& -/0’R;($/’ /X C2$’;（K*;’( ]/M7 !6"?568!，!6DD56D6）7

O ^>%;$V：V$+;/\$&_%;$V 7 ’YS07 &R07 1’

"!!5 物 理 学 报 9?卷


