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讨论了由两个连续搅拌反应器组成的化学反应体系的同步问题 ) 基于 *+,-./01稳定性理论，提出了设计控制
函数的方法，分别探讨了入料溶液的流速恒定和存在周期微扰两种情况下使反应实现同步的耦合强度范围 ) 用数
值模拟验证了方法的有效性 ) 结果表明该方法不仅适用于自治系统，同时也适用于具有周期扰动的非自治系统 )
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# B 引 言

混沌研究一直是国内外研究的前沿课题之

一［#，"］，而混沌的同步与控制由于其在物理、通信、信

息科学、医学、化学等领域中具有很大的应用潜力和

发展前途，引起了人们的广泛关注［%—4］) 在化学工
程中，对于化学反应同步与控制问题的研究能够显

著地提高反应功效及选择性，还可以通过把化学反

应的设计和控制作为基本元素，使用最新的分岔、混

沌和分形等理论工具深化对化学反应的研究 )
由于连续搅拌反应器（CDEF）在反应过程中被

广泛应用，其复杂行为直接影响到反应的最终结果，

因此，探讨 CDEF体系中各种反应过程具有重要的
意义［3—’］) 近年来，国内外关于化学反应中同步问
题的研究已有一些报道，如 G;,>H,I 和 J.@@［#$］揭示
了两个耦合 CDEF反应体系中的同步现象 ) 以往的
研究多是对两个 CDEF体系的直接耦合，使用方法
单一，且主要通过数值模拟进行分析，而有关 CDEF
化学反应的同步与控制理论的研究尚不多见 ) 本文
正是基于这样的背景，从理论与数值模拟两方面分

析 CDEF中自催化化学反应的同步与控制 )

" B 问题描述与数学模型

考虑 CDEF体系中的三变量自催化反应过程，

其反应装置如图 #所示，整个反应体系由液体溶液
及入料口、出料口和搅拌器等部件组成 ) 当溶液从
入料口流入容器后，由搅拌器加速各种溶液之间的

反应，最后由出料口流出反应后的混合液 )

图 # CDEF装置示意图

根据 CDEF化学反应模型，我们采用 *+/AH［##］提
出的自催化反应系统 ) 由于在实际的化学反应过程
中，很难实现长期的稳定输入，有可能存在一定程度

的扰动，因此我们考虑入料溶液的流速 ! 存在扰动
时对反应的影响，并引入微幅周期函数来描述其扰

动特性，即 !［# K!A0>（""）］，其中!表示该扰动的
幅值 )该反应可以由无量纲微分方程组表示如下：

@#$
@ " L（# M #$）［# K!A0>（""）］M %# #$#"&，

@#&
@ " L（# M #&）［# K!A0>（""）］

M %% #& K#（%# #$ K %" #’）#"&，
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!!"
! # "（! # !"）［$ %"&’(（##）］# $) !"!)%，（$）

式中 !&，!%，!" 分别表征 &，%，" 三种物质在反应

过程中的无量纲浓度，$为入料溶液中 & 物质的浓
度与 % 物质浓度之比，!为入料溶液中 " 物质的浓
度与 & 物质浓度之比，$$，$)，$* 为无量纲参数，其

具体表达式见文献［$$］+
上述方程组刻画了整个反应的演化过程，其解

对应于反应器中各成分的某种情况，如平衡点对应

反应过程中的定常态，即反应器中各成分的质量及

浓度保持不变，而周期解则表示反应过程中各成分

的浓度按照一定的频率周期性变化 +
由于在工业上许多反应器实际上是由多个

,-./组成的系统，因此有必要考虑多个 ,-./之间
的相互影响［$0］，并设计有效的控制装置控制反应器

中的反应，使各个 ,-./中的反应同步 + 本文考虑由
两个完全相同的 ,-./组成的反应器，它们由一个
控制装置连接，如图 )所示 +

图 ) 两个 ,-./组成的反应器装置示意图

我们用控制函数 ’!(，’)(（ ( " &，%，"）表示控制

装置对单个 ,-./反应的影响，则耦合反应系统可
以表示为

!!&
! # "（$ # !&）［$ %"&’(（##）］

# $$ !&!)% % ’!&，

!!%
! # "（$ # !%）［$ %"&’(（##）］

# $* !% %$（$$ !& % $) !"）!)% % ’!%，

!!"
! # "（! # !"）［$ %"&’(（##）］

# $) !"!)% % ’!"； （)）

!!&
! # "（$ # )&）［$ %"&’(（##）］

# $$ )&))% % ’)&，

!)%
! # "（$ # )%）［$ %"&’(（##）］

# $* )% %$（$$ )& % $) )"）))% % ’)%，

!)"
! # "（! # )"）［$ %"&’(（##）］

# $) )"))% % ’)" + （*）

系统（)）和（*）之间的同步误差为

*（ #）" !（ #）# )（ #）+
我们的目标是设计适当的控制函数，使具有不同初

始浓度的两个 ,-./满足

123
#!4
" *" " 123

#!4
"!（ #）# )（ #）" " 0，

从而使反应过程达到完全同步 +

* 5 控制函数设计

考虑一般连续混沌系统［$)］

!·（ #）" +（!（ #），#）， （6）
式中 !（ #）#,- 为 - 维状态矢量 +将系统（6）分离为

!·（ #）" .!（ #）# /（!（ #），#）， （7）
式中 .!（ #）为 +（!（ #），#）的线性部分，要求 . 为满
秩的常数矩阵，且其所有的特征根均为负值，

# /（!（ #），#）" +（!（ #），#）# .!（ #）为 +（ !（ #），#）
的非线性部分 + 利用两个系统 /（ !（ #），#）的差，通
过两个系统的耦合构造如下两个新的系统：

!·$（ #）" .!$（ #）# /（!$（ #），#）% 0$， （8）

!·)（ #）" .!)（ #）# /（!)（ #），#）% 0)， （9）
式中

0$ "%［/（!$（ #），#）# /（!)（ #），#）］，

0) "&［/（!)（ #），#）# /（!$（ #），#）］
为控制函数，其中%和&为每个系统的耦合强度因
子 + 当系统（8）和（9）实现完全同步时，!$（ #）"
!)（ #）+ 两系统相减得到系统间的同步误差 *（ #），误
差方程可以表示为

*（ #）" . %（% %& # $）!/
![ ]! *（ #）+ （:）
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根据同步的定义，可以将混沌系统的同步问题

转化为误差系统在原点的渐近稳定性问题 ! 由（"）
式可知，当! #" $ % 时，!（ "）的零点为平衡点 !由
于要求 # 的所有特征值均为负值，根据线性系统
稳定性准则，同步误差系统的零点为渐近稳定，满

足 !!&（ "!’），此时即实现系统（(）和（)）的状态
矢量的完全同步 ! 当!#""%时，则可以通过误差
方程的 *+,-./01 指数或分岔图来确定使两系统达
到完全同步的耦合参数范围 ! 因此，我们可以通过
设计适当的控制函数 $%，$2 使两系统达到完全

同步 !
由于系统（3）为一般情况，因此该方法可以用来

设计系统（2）和（4）的控制函数，将系统（2）右段分离
成 #%（ "）和 5 &（%（ "），"）两部分 !

# $
5 % & &
& 5 % 5 ’4 &
& & 5
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矩阵 # 的特征值为’% $ 5 %，’2 $ 5 % 5 ’4，’4 $

5 %，只要满足 ’4 8 5 %，# 的所有特征值均为负实

数 ! 考虑反应器之间的影响是相同的，即! $"，按
照系统（(）和（)），我们可以得到耦合 9:;<化学反
应系统的方程 !
由（"）式得到同步误差的微分方程

!·$
(（) # ’% %2)）5 % 2(’% %(%) &

5(%’% %2) ’% 5(［) # 2%%)（’% %( # ’2 %*）］5 % 5(%’2 %2)
& 2(’2 %*%) (（) # ’2 %2)）5









%

!，

式中

( $ 2! 5 %，

) $#607（$"）!
根据理论分析可以得到，当! $ &=>时，不同初

始浓度的两个 9:;< 中各成分的浓度能够达到相
同，而当!"&=>时，可以通过计算 *+,-./01指数或
分岔图来确定使耦合系统达到完全同步的耦合参数

范围 ! 我们就可以根据耦合参数范围构造控制函
数，从而可以设计适当的控制装置实现两个 9:;<
中的反应同步 !

3 = 数值模拟

下面我们用数值模拟来验证上述方法的可行

性，选取系统参数&$ 2=">，’% $ %"&&&，’2 $ 3&&，’4

$ "&，考虑入料溶液的流速恒定和流速存在扰动两
种较为典型的情况 !

!"#" 入料溶液的流速恒定

如果入料溶液的流速保持不变，即#$ &，当%
$ %=3)时系统（%）处于混沌状态，如图 4所示 !
对于耦合系统，当耦合强度! $ &=>时，由于此

时 ’% $ %"&&& 8 5 %，故矩阵 # 的所有特征值均为负

值，此时误差系统的零点渐近稳定，表明具有不同初

始浓度的两个 9:;< 中各成分的浓度能够达到一
致 ! 给定两个系统的初值 %( $ %) $ %* $ &=&%，+( $

+) $ +* $ &=&&%，图 3给出了耦合系统的同步结果 !
从图 3可以看出，耦合系统实现了完全同步，同

步误差 ! $［ !(，!)，!*］; 在很短的时间内快速收敛

于零，数值结果验证了理论分析 ! 同时还发现，两个
9:;<中各成分的浓度达到一致的时间是不同的，)
反应很快实现同步，而 ( 反应和 * 反应达到同步的
时间却相对较长 !
当!"&=>时，我们通过计算误差系统的分岔图

来确定使耦合系统达到完全同步的耦合参数范围，

图 >给出了不同耦合强度对应的同步误差 !
从图 >可以看出，当!#［&，& =&>%>］时，耦合

系统的同步误差不为零，不能实现状态的完全同

步，而当! 8 & =&>%> 时，对应的分岔图为空白，表
明在此参数区域内同步状态具有稳定性，两个

9:;<中各成分的浓度相同 ! 进一步的数值分析还
表明，当! 8 & =>&"2 时，计算程序显示溢出，说明
此时耦合系统的同步误差突然由零变得很大 ! 为
了更清楚地反映系统的动力学特征，图 (和图 )分
别给出了反应没有实现完全同步和实现完全同步

时误差系统的相图和时间历程图，其中图 (（,）和

&>)3 物 理 学 报 >)卷



（!）表明耦合系统实现了相位同步，其产生机理将
另文详细阐述 "

图 # !$ %时系统（&）的相图 （’）!"(!#，（)）!#(!$，（*）!"(!$

从上述分析可以得出，当耦合强度"!
［%+%,&-，%+,%./］时，耦合系统能实现完全同步，两
个 0123在初始浓度不同的情况下各成分的浓度能
够达到相同 "因此，在这个参数范围内我们可以设
计适当的控制函数，从而使两个 0123 中的反应
一致 "

!"#" 入料溶液的流速存在扰动

由于在实际的化学反应过程中，入料溶液的流速

有可能存在一定程度的扰动，设定扰动的幅值!$ %+/，

图 4 "$ %+,时同步误差的时间历程图 （’）!" 5 %"，（)）!# 5

%#，（*）!$ 5 %$

图 , 入料溶液的流速恒定时同步误差随"变化的分岔图

当#$ &+&时系统（&）处于混沌状态，如图 .所示 "
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图 ! 反应没有实现完全同步时误差系统的相图 （"）!# $%$$&，（’）!# $%$(，（)）!# $%$&，（*）!# $%$&+

图 , 入料溶液的流速恒定时同步误差的时间历程图 （"）!# $%$-，（’）!# $%&，（)）!# $%.
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图 ! !" #$%时系统（&）的相图 （’）!"(!#，（)）!#(!$，（*）!"(!$

对于耦合系统，当耦合强度" " #$+时，给定与
流速恒定时相同的初值，图 ,给出了入料溶液的流
速存在扰动时的同步结果 - 当"!#$+时，我们同样
可以利用误差系统的分岔图确定同步参数区域，如

图&#所示 -
从分岔图可以看出，由于入料流速存在扰动使

得系统的同步比没有扰动时提前发生，耦合系统的

同步误差在"" #$#%时开始为零，系统存在很大的
同步参数区域，直到". #$+&,时程序显示溢出 - 这
表明对于入料溶液的流速存在扰动的反应系统，当

耦合强度""［#$#%，#$+&,］时反应能实现完全同
步 -图 &&给出了反应实现完全同步时误差系统的时

图 , "" #$+时同步误差的时间历程图（入料溶液的流速存在扰

动）（’）!" / %"，（)）!# / %#，（*）!$ / %$

图 &# 入料溶液的流速存在扰动时同步误差随"变化的分岔图

间历程图 -
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图 !! 入料溶液的流速存在扰动时同步误差的时间历程图 （"）!# $%$&，（’）!# $%!，（(）!# $%&，（)）!# $%*

+ % 结 论

在由两个 ,-./组成的自催化反应系统中，考
虑实际反应中入料溶液的流速存在扰动 0 依据
12"34567稳定性理论，通过构造适当的控制函数，实
现了两个初始浓度不同的 ,-./反应同步 0 用数值

方法分析了流速恒定和存在扰动两种情况下的同步

状态，确定了实现反应同步的耦合参数范围，验证了

所提出方法的有效性 0 研究表明，该方法不但适用
于自治系统，对非自治系统也同样适用 0 这些结果
对设计符合实际需要的反应控制装置，从而对反应

过程进行控制有一定的指导意义 0

［!］ 849 1 :，-;95 < &$$+ !"#$ 0 %"&’ 0 !" !=>$
［&］ ?"5@ A 8，?"5@ B : &$$= ()*+ %"&’ 0 ,#$ 0 #$ +!C>（D5 ,;D59E9）

［王兴元、王明军 &$$= 物理学报 #$ +!C>］

［C］ 84 F :，1D4 8 G &$$* %"&’ 0 -.** 0 H $% $>>&$C
［*］ F"6 : F，1D ? &$$+ ()*+ %"&’ 0 ,#$ 0 #" C*I!（D5 ,;D59E9）［郝建

红、李 伟 &$$+ 物理学报 #" C*I!］

［+］ ?"5@ J K，1D4 , A &$$> !"#$ 0 %"&’ 0 !# !I=!
［>］ B" :，1D"6 L F，B6 A F，1D ? A，G;"5@ M ? &$$+ ()*+ %"&’ 0

,#$ 0 #" ++N+（D5 ,;D59E9）［马 军、廖高华、莫晓华、李维学、

张平伟 &$$+ 物理学报 #" ++N+］

［=］ B"OO;9P 1 Q，R@6S - &$$* !"./ 0 0$1 0 ,)# 0 #% !CI
［N］ -SDS"T < &$$> !"+2’ ,23#*2$’ 45+)* 0 &’ !$++
［I］ L"S2 M，-(6OO - < !INC !"./ 0 0$1 0 ,)# 0 (’ &I
［!$］ U’"E;"S B H H，:4)) B / !IIN !"./ 0 0$1 0 ,)# 0 #( C=*!
［!!］ 125(; Q . !II& !"./ 0 0$1 0 ,)# 0 ") C*=
［!&］ 84 F :，1D4 8 G &$$+ ()*+ %"&’ 0 ,#$ 0 #" C$&I（D5 ,;D59E9）［于

洪洁、刘延柱 &$$+ 物理学报 #" C$&I］

*+=* 物 理 学 报 +=卷



!"#$%&’#()*+(’# *#, $’#+&’- ’. */+’$*+*-"+($ $%01($*- &0*$+(’# (#
$’#+(#/’/2 2+(&&(#3 +*#4 &0*$+’&!

!" #$%& ’()%& *")$+,)%& -" ."%+/(0%&1

（!"#$%&’ () *#+,-#,，.+"-/0$ 1-+2,30+&’，45,-6+"-/ 232435，75+-"）

（6070"809 : ;)%<)=> 244?；=08"@09 A)%<@7="BC =070"809 23 DB="E 244?）

DF@C=)7C
G(0 @>%7(=$%"H)C"$% B=$FE0A I$= ) 7(0A"7)E =0)7C"$% @>@C0A 7$AB$@09 $I CJ$ 7$%C"%<$<@ @C"=="%& C)%K =0)7C$=8 "@ 0LBE$=09M

-)@09 $% !>)B<%$8 @C)F"E"C> C(0$=>，) %0J A0C($9 "@ B=$B$@09 C$ 90@"&% C(0 7$%C=$EE"%& I<%7C"$%M G(0 =)%&0 $I C(0 7$<BE"%&
@C=0%&C( C$ =0)E"H0 C(0 @>%7(=$%"H)C"$% F0CJ00% C(0 CJ$ 7(0A"7)E @>@C0A@ "@ "%80@C"&)C09 F$C( I$= C(0 7)@0 J"C( @C)C"7 80E$7"C> )%9
J"C( B0="$9"7)EE> 9"@C<=F09 80E$7"C> $I C(0 "%B<C A)C0=")E M N<A0="7)E @"A<E)C"$%@ )=0 C(0% B0=I$=A09 C$ 90A$%@C=)C0 C(0
0II07C"80%0@@ $I C(0 B=$B$@09 @7(0A0，J("7( @($J C()C C(0 A0C($9 "@ @<"C)FE0 I$= F$C( C(0 )<C$%$A$<@ @>@C0A )%9 C(0 %$%+
)<C$%$A$<@ @>@C0A J"C( B0="$9"7 B0=C<=F)C"$%M

!"#$%&’(：@>%7(=$%"H)C"$% )%9 7$%C=$E，7(0A"7)E =0)7C"$%，7$%C"%<$<@ @C"=="%& C)%K =0)7C$=，B0="$9"7 B0=C<=F)C"$%
)*++：4OPO

!Q=$R07C @<BB$=C09 F> C(0 N)C"$%)E N)C<=)E /7"0%70 ,$<%9)C"$% $I S("%)（T=)%C N$M 24PUV4P3）M

1 S$==0@B$%9"%& )<C($= M W+A)"E：XF"Y<R@M 09<M 7%

OOUP?期 李 勇等：连续搅拌反应器中自催化化学反应的同步与控制


