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在高维情况下，首先研究了无单元 )*+,-./0 方法的形函数构造方法———移动最小二乘法在 1232+,4 空间
!"，#（!）中的误差估计 5然后，在势问题的无单元 )*+,-./0方法的基础上，研究了势问题的通过罚函数法施加本质
边界条件的无单元 )*+,-./0方法在 1232+,4空间中的误差估计 5当节点和形函数满足一定条件时，证明了该误差估
计是最优阶的 5从误差分析中可以看出，数值解的误差与权函数的影响半径密切相关 5最后，通过算例验证了结论
的正确性 5
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! D 引 言

无网格方法是目前科学和工程计算方法研究的

热点之一，也是科学和工程计算发展的趋势 5与以往
的基于网格的方法，如有限元、边界元法等不同，无

网格方法采用基于点的近似，不需要在求解区域内

划分用来确定插值函数的网格，为科学和工程计算

带来很大的方便［!］5
目前发展的无网格方法有扩散单元法（C/FFBA,

,+,;,0E ;,E>2C，G9H）［"］，无单元 )*+,-./0法（,+,;,0E:
F-,, )*+,-./0 ;,E>2C，9I)）［&］，有限点法（ F/0/E, J2/0E
;,E>2C，IKH）［7，’］，单位分解法（ J*-E/E/20 2F B0/E<
;,E>2C，KLH）［6］，重构核粒子法（ -,J-2CB=/0? .,-0,+
J*-E/=+, ;,E>2C， MNKH）［%］，无 网 格 局 部 K,E-24:
)*+,-./0 方法（;,A>+,AA +2=*+ K,E-24:)*+,-./0 ;,E>2C，
HOK)）［(］，点插值方法（ J2/0E /0E,-J2+*E/20 ;,E>2C，
KPH）［Q］，局部边界积分方程的无网格方法（ +2=*+
32B0C*-< /0E,?-*+ ,RB*E/20，OSP9）［!$］，复变量无网格方
法［!!，!"］，数值流形无网格方法［!&，!7］及边界积分方程

的无网格方法［!’—!Q］等 5
O,4/0［"$］，T,0C+*0C［"!］，U-;,0E*02 和 GB-*0［""，"&］，

VBJJ*［"7］，N-<A+ 和 S,+<EA=>.2［"’］ 研 究 了 无 单 元

)*+,-./0方法的形函数构造方法———移动最小二乘
法的误差估计，对于带 G/-/=>+,E 边界条件的无单元
)*+,-./0方法的误差涉及很少 5
在高维情况下，本文首先研究了无单元 )*+,-./0

方法的形函数构造方法———移动最小二乘法在

1232+,4空间 !"，#（!）中的误差估计，然后给出了带
G/-/=>+,E边界条件的势问题的无单元 )*+,-./0 方法
的误差估计 5从误差分析的过程中可以看出，势问题
的误差与权函数的影响半径密切相关，即误差由权

函数的影响半径来度量 5通过具体算例验证了结论
的正确性 5

" D 定义和一些记号

$ 是正整数，用来表示空间维数 5!" %$ 是一

个具有 O/JA=>/EW连续边界的非空有界开集 5 ! X（&!，
&"，⋯，&$）Y 表示 %$ 中的任意点 5多重指标记号!

X（"!，""，⋯，"$）
Y#（’$）Z，[! [ \ X$

$

( X !
"( 5记!！ X

"!！⋯"$！，[! [ \ X$
$

( X !
"( 5对任意!，)（ !）的!阶偏

导数表示为 *!)（ !）X !"!&! !
""&"
⋯!"$&$ )（ !）X

![![ )（!）
!"!&!!

""&"
⋯!"$&$

5 特别注意的是，*$ )（!）%)（!）5为了方
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便，本文给出 !"#"$%&"空间和 ’(#()"*空间的定义［+,］-
定义 ! !"#"$%&"空间 !"（!）定义为

!"（!）：.｛#（!

!!

） #（!

!!

） !"（!） / 0｝， 1" "" 0，
（1）

其中 !"

!!

范数为

#（!

!!

） !"（!） 2 .（#! #（!） " 3!）14 "，$1" " " 0，

（+!!

）

#（!

!!

） !0（!） 2 . "$$ $&5｛ #（!）：! %!｝，" . 0 -
（6）

定义 " ’(#()"*空间 $%，"（!）定义为
$%，"（!）：.｛# % !1

)(7（!

!!

）

!!

# $%，"
（!） / 0｝，（8）

其中，

!1
)(7（!）：.｛# # % !1（&），$& &!｝， （9

!!

）

!!

# $%，"（!）：.（’
! "

!!

%

’!

!!

# !"（!））
14 "， 1" " / 0，（,

!!

）

!!

# $%，0（!）：. :;<
! "

!!

%
’!

!!

# !0（!）， " . 0- （=）

定义 # ’(#()"*半范数 >·>定义为

# $%，"（!）：.（’
! .

!!

%

’!

!!

# !"（!））
14 "，

1" " / 0， （?）
# $%，0
（!）：. :;<

! " %
｛"$$ $&5 ’!( ，! %!｝，

" . 0 - （@）
需要注意的是

)%（!）. $%，+（!）， （1A）
)A（!）. !+（!）- （11）

6B 移动最小二乘法

移动最小二乘法［1］中，取试函数

(*（!）. ’
+

, . 1
",（!）-,（!）( "C（!）#（!）（1+）

为函数 (（!）的逼近函数 -其中，",（ !）是基函数，+
是基函数的个数，-,（!）是相应的系数 -
对应 于（ 1+）式 的 整 体 逼 近，!;D7;$E"F 和

’;)G;&$G;$ 在 ! 的邻域内定义局部逼近为

(*（!，!—）.’
+

, .1
",（!
—）-,（!）( "C（!—）-（!），（16）

其中系数 -,（ !）根据加权最小二乘法来确定，它使
得对函数 (（!）的局部逼近误差最小 -
定义

$ .’
.

/ . 1
0（! H !/）［(*（!，!/）H (（!/）］

+

.’
.

/ . 1
0（! H !/）［’

+

, . 1
",（!/）·-,（!）H (（!/）］

+，

（18）
其中 0（! H !/）是具有紧支集特性的权函数，!/ 为

点 ! 的紧支域内的节点 -
（18）式可用矩阵形式表示为

$ .（"# H %）C&（!）（"# H %）， （19）
其中

%C .（(1，(+，⋯，(.）， （1,）

" .

"1（!1） "+（!1） ⋯ "+（!1）

"1（!+） "+（!+） ⋯ "+（!+）

! ! ) !
"1（!.） "+（!.） ⋯ "+（!.











）

， （1=）

&（!）.

0（! H !1） A ⋯ A
A 0（! H !+） ⋯ A
! ! ) !
A A ⋯ 0（! H !.











）

-

（1?）
为了得到系数 -（!），对 $ 取极值，即得

!$
!# . ’（!）#（!）H (（!）% . A， （1@）

其中矩阵 ’（!）和 (（!）分别为
’ . "C&（!）"， （+A）
( . "C&（!）- （+1）

由（1@）式可得
#（!）. ’ H1（!）(（!）%， （++）

这样，逼近函数 (*（!）的表达式为

(（!）* (*（!）.’
.

/ .1
"%

/（!）(/ . "%（!）%，（+6）

其中形函数

"%（!）.［"%
1（!），"%

+（!），⋯，"
%
+（!）］

. "C（!）’ H1（!）(（!）， （+8）
其中 % 表示基函数中最高阶完备多项式的阶数 -当
% . A时，"A

/（!）为 ’I"5;F3函数，有

"A
/（!）.

0（! H !/）

’
.

/ . 1
0（! H !/）

- （+9）

8B 移动最小二乘法的误差估计

本节给出了移动最小二乘法的误差估计，需要

以下引理：

引理 !［+,］ （JK)3"F不等式）
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假设 !! !，"!"，!! # !
" $ !，!，""#，$%，&%

#%，% $ !，&，⋯，’，$%，&%"( ’

!）如果$
’

% $ !
$% ( "和$

’

% $ !
&% ( "，则

$
’

% $ !
$%&% !（$

’

% $ !
$!
%）

!
!（$

’

% $ !
&"
%）

!
" ’ （&)*）

&）如果 )"*!（!），+"*"（!），则
)+ " *!（!

%%

），

%%

)+

%%

!

%%

) *!（!

%%

）

%%

+ *"（!）’（&)+）
引理 !［&)］ 如果 ,（! , !%）"-.，则

$
/

% $ !
0!"%（!）（! , !%）

"

$（, !）""！#!"， " ! 1，! ! . ’（&-）
可假设

!）存在常整数 -%，-!，-& 使得对任意 !"!，
最多有 -% 个 !% 满足关系& ! , !%&! 2%，并且存
在 2 使得 -! 2!! 2!-& 2% ’

&）.*/
!! %!/

.*/
$：0$0 $ 3

&0$"%（!）&"!
4
23
， %! 3!. ’

在此基础上，给出如下的定理：

定理 " 设 ,（ ! , !%）" -1（!）’51，"（!），
6（!）"-1 # !（!）’71 # !（!），其中!( (8 是一个

具有 123456278连续边界的非空有界开集 ’令 69（ !）

$$
’

% $ !
"%（!）6（!%），如果假设 !）和 &）满足，则有下面

%%

的误差估计：

6（!）, 69（!

%%

） 5.，!
（!）

!-.21#!,

%%

. 6（!

%%

） 51#!，!
（!）， %! . ! 1，

其中 -. 和参数 2 无关 ’
证明%%

为证明

6（!）, 69（!

%%

）5.，!
（!）

!-.21#!,

%%

. 6（!

%%

）51#!，!
（!）， %! . ! 1，（&9*）

只要证明

6（!）, 69（!）5.，!
（!）

!-.21#!, . 6（!）51#!，!
（!）， %! . ! 1 ’（&9+）

对（&:）式两边求导数，得

0"69（!）$ $
’

% $ !
0""%（!）6（!%）’ （&;）

6（!%）在点 ! 的 <*=>?@展开式为

6（!%）$ $
! !1

!
!！
（!% , !）!0!6（!）

# $
! $ 1#!

!
!！
（!% , !）!0!6（! #%（!% , !）），

% (% ( !， （:%）
把（:%）式代入（&;）式，得到

0"69（!）

$$
’

% $ !
0""%（! (） $

! !1

!
!！
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!
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$
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$ 0"6（!）

#$
’

% $ !
$
! $ 1#!

!
!！
（!% , !）!0!6（! #%（!% , !））’

（:!）
如果!!是充分光滑的，可以选取恰当的节点

分布和权函数半径，使得每一个子域 4A33｛"%｝’!
关于 !% 是星形的，即)!"4A33｛"%｝’!，! #%（ !%

, !）"4A33｛"%｝’!，从而（:!）式是有意义的 ’
显然

0"6（!）, 0"69（!）

!$
’

% $ !
$
! $ 1#!

!% , ! ! 0!6（! #%（!% , !））

B 0""%（!）

!-21#!$
’

% $ !
$
! $ 1#!

0!6（! #%（!% , !））

B 0""%（!） ’ （:&）
利用 CD>EF@不等式可以得到

0"6（!）, 0"69（!） !

!-2（1#!）!（$
’

% $ !
$
! $ 1#!

0!6（! #%（!% , !））

B 0""%（!））!
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!
!
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% $ !
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!
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!!"（#!"）$｛（"
%

& # "
"
! # #!"

’!(（! !!（!& $ !）））$］
"
$

%（"
%

& # "
’""&（!） )）

"
)｝$

!!"（#!"）$"
%

& # "
（ "

! # #!"

’!(（! !!（!& $ !）） $）

%（"
%

& # "
’""&（!） )）

$
) & （’’）

根据假设 "），存在整数 !(，对任意 !，使得

)｛& * *（! $ !&）+ (｝!!(，所以# +$｛& * *（ ! $ !&）

+ (｝使得

"
%

& # "
（ "

! # #!"

’!(（! !!（!& $ !）） $）

!!( "
! # #!"

’!(（! !!（!+ $ !）） $ & （’,）

根据假设 -），可得

’""&（!） # # , !
-
",
， （’.）

于是

（"
%

& # "
’""&（!） )）

$
) !!(

-)

"( ),)

$
)

# !( -$
"
",$
， （’/）

从而

’"(（!）$ ’"(.（!） $

!!"（#!"）$ "
! # #!"

’!(（! !!（!+ $ !）） $ "
",$
，

（’0）

%%

因为

’"(（!）$ ’"(.（!

%%

）
$
/$（$）

#&$ ’"(（!）$ ’"(.（!） $ 1$

!&$!"（#!"$ ,）$ "
! # #!"

’!(（!） $ 1$

!!"（#!"$ ,）$&$ "! # #!"

’!(（!） $ 1$

# !"（#!"$ ,）$ (（!） $
0#!"，$
（$）
， （’2）

又

(（!）$ (.（!） 0,，$
（$）

#（&$ "
# # ,

’"(（!）$ ’"(.（!） $ 1$）
"
$

#（ "
# # ,&$ ’"(（!）$ ’"(.（!） $ 1$）

"
$

!!"（#!"$ ,） (（!） 0#!"，$
（$）， （’3）

%%

所以有

(（!）$ (.（!
%%

） 0,，$
（$）

!!,"#!"$

%%

, (（!
%%

） 0#!"，$
（$）， (! , ! # &（,(）

需要注意的是

"）当 $ # -%%

时，得到

(（!）$ (.（!

%%

） 1,（$）

!!,"#!"$

%%

, (（!

%%

） 1#!"
（$）， (! , ! # &（,"）

-）当 , # (和 $ # -%%

时，有

(（!）$ (.（!

%%

） /-（$）

!!,"#!

%%

" (（!

%%

） 1#!"
（$）& （,-）

.4 势问题的无单元 56789:;< 方法的误
差估计

!"#" 势问题的无单元 $%&’()*+方法

势问题对应的势函数是标量函数，对应的控制

方程是 =>;??><方程或 @6A76B8方程 &
考虑二维的 =>;??><方程，
在$内 $

!

-( # 2（!）， （,’6）
在%( 上 ( # (— （,’C）

在%) 上 ) #"("% # )—， （,’B）

其中 2（!）是给定的源函数，$是定义域，其边界%
#"$ #%(’%)，% 是边界上的单位外法线矢量，(

—

和 )—分别是本质边界%( 和自然边界%) 上的已知势

函数和法向流量 &
（,’）式的带罚因子&的 56789:;<弱形式为

&$’（

!

(）D

!

(1$ $&$’(D 21$ $&%(

)—’(1%

! &-’&%(

（( $ (—）D（( $ (—）1% # (& （,,）

把移动最小二乘逼近函数（-’）式代入（,,）式
得到

（" ! "&）# # $ ! $&， （,.）
其中

3+4 #&$（"+，5"4，5 !"+，6"4，6）1$， （,/）

3#+3 #!&%(
"7

+"3 1%， （,0）

8+ #&$"+ 21$ !&%)

)—"+ 1%， （,2）

(,(/ 物 理 学 报 .0卷



!!" !!!!#
""#
—"$ # （$%）

!"# $误差估计

设原问题为求 #"%，使得
&（#，’）!〈 (，’〉， # ’ " %， （&’）

其中，% 是定义在区域# 上的函数的 ()*)+,空间，
双线性型 &（·，·）及泛函 (" %-满足 .)/012345)6定
理的条件 #空间 %) ! 78)*｛"* 9 :$ *$+｝，其中"*

是移动最小二乘形函数，则原问题（&’）的无单元
;)3<5=2*方法为求 #)"%)，使得

&（#)，’)）!〈 (，’)〉， # ’) " %)，（&:）
下面考虑误差%# > #)%% #
定理 # 设双线性型 &（·，·）是连续且 % 椭圆

的，则存在常数 ,&&

，使得

# > #

&&

)
% $ , 2*?

’"%

&&

)

# >

&&

’ %，

其中 # 和 #) 分别为原问题（&’）和无单元 ;)3<5=2*
方法离散问题（&:）的解，%·%% 表示 % 中的范数 #
证明 在（&’）式中令 ’ ! ’)" %)’ %，并和

（&:）式相减得到
&（# > #)，’)）! ’， # ’) " %) ’ % #（&@）

根据 &（·，·）的连续性和 % 椭圆性，存在$，%使得&&

$ # > #
&&

) @
%

$&（# > #)，# > #)）

! &（# > #)，# > ’)）A &（# > #)，’) > #)）

! &（# > #)，# > ’)）

$

&&

% # > #

&&

)

&&

% # > ’

&&

)
%， （&B）

&&

即

# > #

&&

)
% $%

&&

$
# > ’

&&

)
%， # ’) " %)，（&$）

从而结论得证 #
由定理 :和定理 @可见无单元 ;)3<5=2*方法的

误差估计可归结为移动最小二乘法的误差估计，这

是因为

2*?
’"%

&&

)

# >

&&

’ %

&&

$ # > #

&&

-
%， （&&）

其中 #-（ !）! (
.

" ! :
""（ !）#" 为移动最小二乘逼近

函数 #
下面考虑 C252+,3<D边值问题（$B)）和（$BE）通过

罚函数法施加边界条件的误差估计（只考虑齐次边

界条件，即在（$BE）中，令 #— ! ’#而非齐次边界可以
通过变换转化成齐次的）#

C252+,3<D边值问题（$B)）和（$BE）的变分形式为

求 #"/:
’（#），使得

&（#，’）!!#(’"#， # ’ " /:
’（#），（&F）

其中

&（#，’）!!#

!

#

!

’"# # （&G）

下面考虑 C252+,3<D边值问题（$B)）和（$BE）通过
罚函数法施加边界条件的误差估计 #罚函数施加边
界条件为

对&H ’，考虑如下的双线性形式
&I（#，’）)&&（#，’）! &（#，’）A 0 >&1（#，’），

（&J）
其中

1（#，’）!!"##’"! # （&%）

考虑 #) ! #&，)"%) 满足下面的等式

&&（#&
，)，’）!!#(’"#， # ’ " %)，（F’）

对 ’"/:（#），定义

2&（ ’）! &（ ’，’）A 0 >&1（ ’，’）> @!#(’"#，（F:）
有

2&（#&
，)）! 62*

’"%)
2&（ ’）# （F@）

定理 % 假设 #"/3（#）*/3
’（#）（ 3 H BK@）是

边值问题（&F）的解，#&，)" %) 是边值问题（F’）的
解 #于是对任意的 ’ L’L 62*（ 3 > BK@，:K@），有下面
的误差估计式：

# > #&，) /:
（#）$ ,（’）0

&&

(

&&

# /3（#），

其中(! 62*（4，3 > :，&@，4 A :
@ >&@ >’，3 >

:
@ >&@

>’），并且 ,（’）只依赖于’，与 0，# 无关 #
证明 对任意 ’"/:（#），我们定义
5&（ ’）! &（# > ’，# > ’）

A 0 >&1 "#
".

0& A ’，"#
".

0& A( )’ ，（FB）
由 ;5<<*公式
5&（ ’）! &（#，#）A &（ ’，’）> @&（#，’）

A 0&1 "#
".
，"#
"( ). A 0 >&1（ ’，’）A @1 "#

".
，( )’

! &（#，#）A 0&1 "#
".
，"#
"( ). A &（ ’，’）

A 0 >&1（ ’，’）> @!#(’"#
! &（#，#）A 0&1 "#

".
，"#
"( ). A 2&（ ’）， （F$）
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于是有

!"#
!!"#

$!（ !）$ %（&，&）% ’!( !&
!)
，!&
!( ))

% !"#
!!"#

*!（ !）， （&’）

又因为

$!（&!，#）$ !"#
!!"#

$!（ !）， （&&）

所以得到

& ( &!，# )
+*
（"）

$ %（& ( &!，#，& ( &!，#）

"$!（&!，#）

"$!（ !）， # ! ! "#， （&+）
由定理 *和定理 )有

$,#!"# 使得

& ( ,#
+-（"）" .’# & +/（"）， （&,）

其中#$ !"#（0 % * ( -，/ ( -），-" -"* .
从而

$!（,#）$ %（& ( ,#，& ( ,#）

% ’ (!( !&
!)

’! % ,#，!&
!)

’! % ,( )#

$ %（& ( ,#，& ( ,#）

% ’!( !&
!)
，!&
!( )) % ’ (!(（,#，,#）

% )( !&
!)
，,( )#

$ %（& ( ,#，& ( ,#）

% ’!%!" !
&
!( ))

)

/! % ’ (!%!"（,#）) /!

% )%!" !
&
!)
·,( )# /!

$ %（& ( ,#，& ( ,#）

%%! [
"

’!0)!&
!( ))

)

% ) !&
!)
·,( )#

%（ ’ (!0) ,#）]) /!

$ %（& ( ,#，& ( ,#）

%%!" ’!0)!&
!) % ’ (!0) ,( )#

)

/!

"%（& ( ,#，& ( ,#）

% .%!" ’!0)!&
!( ))

)

%（ ’ (!0) ,#）[ ]) /!

"1｛%（& ( ,#，& ( ,#）

% ’!%!" !
&
!( ))

)

/! % ’ (!%!"（,#）) /!｝

" {1 & ( ,# )
+*
（"）

% ’!%!" !
&
!( ))

)

/! % ’ (!%!"（,#）) / }! . （&1）

注意到，& 2!" $ -，记 - 3$3 !"# / ( )
4，( )*

) ，有

&,#&)
2)（!"）

’’
$ & ( ,

’’

# )
2)（!"）（ - $ *0) %$）

"1（$

’’

） & ( ,

’’

# )
+

*
) %$（"）

"1（$）’)#

’’

*

’’

& )
+*
（"）， （+-）

其中#* $ !"# 0 % *
) ($，/ (

*
) (( )$ .

又

!&
!

’
’’ ’
’’

)
)

2)（!"）
" 1（$

’’

）

’’

& )
+

4
) %$（"）. （+*）

将（+-）和（+*）式代入（&1）式，并且令 - $ *，得到
$!（,#）"1（$）（ ’)!"#（ 0，/(*） % ’! % ’)#* (!

’’

）

’’

& )
+/（"）

"1（$）’)

’’

#

’’

& )
+/（"）， （+)）

其中# ($ !"# 0，/ ( *，!)，0 % *
) (!) ($，/ (

*
) (

!
) ( )$ .

最后得到

& ( &!，# +*
（"）" 1（$）’

’’

#

’’

& +/（"）， （+4）

其中# ($ !"# 0，/ ( *，!)，0 % *
) (!) ($，/ (

*
) (

!
) ( )$ .

& 5 数值算例

本节利用无单元 6789:;"#方法求解矩形区域上
的稳态温度场，本质边界条件用罚函数法进行处理，

并进行了误差分析 .

!"# $考虑矩形域上的 %&’’(&)方程

"

)& $ !
) &
!3) %!

) &
!4) $ <，

3 !［-，,］，4 !［( *，*］， （+<）
边界条件为

&（3，( *）$ &（3，*）$ 3) % *，
&（-，4）$ 4)，

&（,，4）$ &< % 4)， （+’）
解析解为

&（3，4）$ 3) % 4) . （+&）
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如图 !所示，在求解域内均匀布置了 !! " #个
节点 $罚因子取为 !%# $图 &给出了 ! ’ %处的解析解
和数值解的对比图 $通过图 &可以看出，数值解和解
析解吻合得很好 $

图 ! 矩形区域内 !! " #节点均匀分布示意图

图 & 在中轴线 ! ’ %处的解析解和数值解的比较

本文考虑了 " ( "# 在 $! 范数下的误差 $权函
数选为 )*+,,权函数，基函数选取为线性基 $
相对误差定义为

" ( "# -./
$!
（!） ’

" ( "#
$!
（!!! ）!!

" $&
（!）

$ （00）

表!给出了当 ! ’ %时，解析解和不同罚因子
表 ! 解析解和不同罚因子"下的数值解的比较

坐标 解析解
数值解

!’ !%1 !’ !%2 !’ !%3 !’ !%!&

（%，%4%） % %4%5&6 %4%321 %4%3# %4%%#

（%，%46） %425 %42#! %4#36 %42000 %42#1

（%，!42） &4#2 &4!%22 &4&#50 &4!&#1 &45#2

（%，&45） #402 #4&&51 #45!&& #4#1%# #43&33

（%，14&） !%4&5 340530 343!56 346#2# 34#2!&

（%，54%） !2 !#45#& !#42## !#4051 !24%%0

（%，546） &14%5 &&4##6 &&40& &&42#0 &&41#6

（%，#42） 1!412 1%40&# 1%43## 1!4!&3 1!4#12

（%，245） 5%432 5%4550 5%422# 5%4#&# 1343#!

（%，04&） #!465 #%4220 #!41#& #!4#0# #&4%!#

（%，64%） 25 2&46!! 21461& 21463 214303

"下的数值解的比较 $结果表明不同罚因子对解的
影响是不同的 $基于数值结果，节点分布不变化，当
权函数影响半径取不同值时，势问题的无单元

)*/.-789方法的关于 $! 范数的误差通过图 1表示 $
从图 1中可以看出，相对误差随着形函数半径 % 的
减小而减小，从而验证了定理 1结论的正确性 $

图 1 相对误差随影响半径变化示意图

!"#" 考虑矩形域上的 $%&’%()方程

"

&" ’#
& "
#&& :#

& "
#!& ’ %，

& "［%，#］，! "［%，!%］， （06）
边界条件为

"（&，%）’ %，
"（%，!）’ %，
"（&，!%）’ !%%,89（$& ;!%），

#"（#，!）
#’ ’ %， （03）

解析解为

"（&，!）’ !%%,89（$& ;!%）,89<（$! ;!%））
,89<（$）

$（6%）

如图 5所示，在求解域内均匀布置了 2 " !!个
节点 $罚因子取为 !%# $图 #给出了 & ’ &处的解析解
和数值解的对比图 $通过图 #可以看出，数值解和解
析解吻合得很好 $
我们考虑了 " ( "# 在 $! 范数下的误差 $权函

数选为 )*+,,权函数，基函数选取为线性基 $误差度
量如（00）式定义 $表 &给出了当 & ’ &时，解析解和
不同罚因子"下的数值解的比较，结果表明不同罚
因子对解的影响是不同的 $基于数值结果，节点分布
固定，当权函数影响半径取不同值时，势问题的无单

15%2!%期 程荣军等：势问题的无单元 )*/.-789方法的误差估计



图 ! 矩形区域内 " # $$节点均匀分布示意图

图 % 在 ! & ’处的解析解和数值解的比较

图 " 相对误差随影响半径变化示意图

元 ()*+,-./方法的关于 "$ 范数的误差通过图 " 表
示 0从图 "中可以看出，相对误差随着形函数半径 #

的减小而减小，从而验证了定理 1结论的正确性 0
需要注意的是

$）一般来说，在一定范围内，权函数半径 # 越
小，计算结果越精确，误差也越小 0但是，如果 # 充分
小，有可能导致系数矩阵的奇异性 0所以权函数半径
的选值要小，但是必须保证影响域的并集覆盖整个

求解区域 0
’）罚 因 子 的 大 小 一 般 取 为 $23 # $31—

$23 # $3$’ 0

表 ’ 解析解和不同罚因子!下的数值解的比较

坐标 解析解
数值解

!& $3% !& $34 !& $35 !& $3$$

（’，$3） %62445 %626$ %52’"" %52’"4 %52455

（’，5） !’26’" !12"’’ !12$1% !’2%’$ !’2"%%

（’，6） 1$2’$ 1$2"’3 1$21%6 1$2""6 1$2%1%

（’，4） ’’2""! ’’25"1 ’’24’" ’’2"%’ ’’243$

（’，"） $"214! $"2%"5 $"215! $"2%’1 $"2!5’

（’，%） $$24$1 $$261" $$2435 $$24%1 $$26!!

（’，!） 62’$4$ 62’53" 62’63’ 62’%4! 62’15"

（’，1） %2%15’ %2%45" %2%’’" %2%65" %2"6’3

（’，’） 12!$’% 12!1$’ 12155$ 12161! 121%’!

（’，$） $2"’%! $2"’"3 $2"$4" $2"5%% $2"%%%

（’，3） 3 323331 32333% 32333’ 32333$

4 2 结 论

本文首先给出了移动最小二乘法在 7898*+:空
间 $%，&（"）中的误差估计 0当节点和形函数满足一
定条件时，证明了移动最小二乘近似函数及其相应

的高阶导数具有最优阶的误差估计，得到了一个一

般性的误差估计公式 0
在势问题的无单元 ()*+,-./ 方法的基础上，研

究了势问题的通过罚函数法施加本质边界条件的无

单元 ()*+,-./方法在 7898*+:空间中的误差估计 0当
节点和形函数满足一定条件时，证明了该误差估计

是最优阶的 0从误差分析中可以看出，数值解的误差
与权函数的影响半径密切相关 0
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