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通过线性与非线性状态反馈，实现了对四维 *+系统零平衡点的 ,-./分岔反控制 0首先确定产生 ,-./分岔的
线性控制项，得到线性控制增益的选取原则 0然后，利用稳定性分析，借助于对线性受控 *+系统的 1-2345标准型的
直接控制以及适当的变换，确定影响 ,-./分岔稳定性的非线性控制项，得到非线性控制增益的选取原则 0针对所考
虑分岔参数的不同，给出不同的控制方案 0最后通过数值模拟验证了理论分析结果的正确性 0
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! B 引 言

对非线性动力系统的 ,-./分岔进行合理的控
制具有重要的理论研究和实际应用价值，一方面，

,-./分岔可能带来系统的失稳而引发不良后果，需
要抑制或消除它；另一方面，有些实际应用，例如振

荡器的设计［!］等，需要人为地产生 ,-./分岔，即实
现 ,-./分岔反控制 0当前混沌控制及其反控制已取
得了不少的研究成果［"—%］，分岔控制也正处在不断

地研究探索之中［6—>］0最近，*+等人［!$，!!］拓展 :+;和
C=D5［!"］创建的一个带有平方交叉项的三维混沌系
统的思想，提出了一个每一个方程都含有三次交叉

非线性项的新的四维混沌动力系统，它具有极其复

杂的非线性动力学现象，如 ,-./分岔，倍周期分岔，
混沌以及暂态混沌［!&］等 0本文研究 *+ 系统零平衡
点的 ,-./分岔反控制，发展前述 E;等人的控制方
法，针对不同的分岔参数，从多项式反馈控制中找到

影响零平衡点 ,-./分岔的产生并保证其稳定性的
线性与非线性控制项，推导出控制增益的选取原则，

得到零平衡点的 ,-./分岔反控制 0

" B 系统分析

考虑如下 *+系统：

!·! F "（!" G !!）H !" !& !%，

!·" F #（!! H !"）G !! !& !%，

!·& F G $!& H !! !" !%，

!·% F G %!% H !! !" !&，

（!）

其中参数 "，#，$，% 均为正的实数 0该系统具有一个
零平衡点 &$ F（$，$，$，$）和两类（( 个）非零平衡
点［!$，!!］0本文主要研究零平衡点的 ,-./ 分岔反控
制，略去对非零平衡点的考虑 0
在平衡点 &$ 系统（!）线性化矩阵的特征根为

!!，" F
!
"（ G " H # I "" H )"# H #" "），!& F G $，!% F

G % 0由于 "，#，$，% 都是正实数，所以!! J $，其余
特征根均为负实数，&$ 是鞍点 0另一方面，所有特征
根的实部 KD!都不会穿过虚轴，系统（!）在平衡点
&$ 不可能发生 ,-./分岔 0
为使系统（!）在平衡点 &$ 产生 ,-./分岔，设计

线性状态反馈控制项 0设 " 为分岔参数，系统在平
衡点 &$ 的线性化矩阵具有一对虚数特征根!!，" F

"（"）I#（"）+和两个实数根!&，!%，根据 ,-./分岔
定义，当分岔参数 " F "$ 满足条件

"（"$）F $，#（"$）J $，!& L $，!% L $，（"）
时，系统产生 ,-./分岔，且在 " F "$ 导数

"M（"$）# $ 0 （&）
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参数值 !! 即为 "#$%分岔值 &
为确定系统的 "#$%分岔稳定性，首先需将系统

转化为 ’#()*+标准型，即为
!·, "（!）! - #（!，!），

其中 #（!，!）为非线性项 &在分岔点 ! , !! 处，有

"（!!）,

! .!! ! !

!! ! ! !
! ! "/（!!） !
! ! ! "0（!!











）

，

根据 "#$% 分岔理论［10］，利用中心流形定理降维原
理，计算 "#$%分岔稳定性指标

#2 , 234 "2! "11 . 2 "11
2 . 1

/ "!2
2

2!!
5 -

"21{ }2
，

上式中各特征量取决于系统 ’#()*+标准型中的非线
性项 #（!，!），其求解表达式详见附录或文献［10］&
若#2 6 !，"#$%分岔稳定；若#2 7 !，"#$%分岔不

稳定 &倘若线性受控后系统的 "#$%分岔不具有稳定
性，则需要设计非线性控制项，以获得#2 6 !，保证

"#$%分岔的稳定性 &

/ 8 线性控制

!"#" $%&’分岔的产生

设控制器的线性项为 #$ , !
0

% , 1
&$% ’%，（ $ , 1，2对

应于所控制的方程）&显然，此线性控制没有改变平
衡点 (! &受控系统在平衡点 (! 的线性化矩阵为

")& ,

. ! - &11 ! - &12 &1/ &10

* - &21 * - &22 &2/ &20

! ! . + !
! ! ! .











,

，（0）

相应的特征根为

"1，2 , 1
2（- 9 -2 . 0" .），"/ , . +，"0 , . , &

（:）
其中 - , . ! - * - &11 - &22，. , . 2!* - *&11 . *&12

. !&21 . &12 &21 . !&22 - &11 &22 &
由条件（2）和（/）知，"#$%分岔产生的条件为

. ! - * - &11 - &22 , !，

. 2!* - *&11 . *&12 . !&21 . &12 &21

. !&22 - &11 &22 7 ! & （;）
由此可见，参数 +，, 与分岔的产生无关，线性控制
增益 &$/，&$0（$ , 1，2）对 "#$%分岔的产生无作用，因
而线性受控系统为

’·1 , !（’2 . ’1）- ’2 ’/ ’0 - #1，

’·2 , *（’1 - ’2）. ’1 ’/ ’0 - #2，

’·/ , . +’/ - ’1 ’2 ’0，

’·0 , . ,’0 - ’1 ’2 ’/ & （<）
其中 #1 , &11 ’1 - &12 ’2，#2 , &21 ’1 - &22 ’2 &同时，此
受控系统只可能使参数 !，* 出现 "#$%分岔点，不会
使参数 +，, 出现 "#$%分岔点 &
若选取 &21 , !，&22 , !，则条件（;）简化为

! . * . &11 , !，! - * - &12 6 ! & （=）

!"(" 线性受控系统的 $%&’分岔稳定性分析

施加线性控制后，受控系统（<）在满足条件（;）
的情况下产生 "#$%分岔，然而，是否需要增加非线
性控制项来保证所产生 "#$%分岔的稳定性，还需要
对受控系统（<）的 "#$%分岔进行稳定性分析 &选取
! 作为分岔参数，根据（:）式得到在分岔点 ! , !! ,
* - &11 - &22处有如下特征量：

!! , >?［"1，2（!!］, . 2*2 . *（&11 - &12 - &21 - /&22）. &11 &21 . &12 &21 . &21 &22 . &2
2" 2，

$@（!）, 34［"1，2@（!!）］, . 1
2，!@（!）, >?［"1，2@（!!）］, .

2* - &21 - &22

2!!
& （A）

对受控系统（<）作变换 $ , %!，其中

% ,

!!

* - &21
.

* - &22
* - &21

! !

! 1 ! !
! ! 1 !













! ! ! 1

，（* - &21 #!）（1!）

得到 ’#()*+标准型

/·1 , .!! /2 .
* - &22

* - &21
/1 // /0

- 1
!!

* - &21 -
（* - &22）

2

* - &( )
21

/2 // /0，
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!·! "!# !$ % !#

" & #!$
!$ !’ !(

&
" & #!!

" & #!$
!! !’ !(，

!·’ " % $!’ & !#

" & #!$
!$ !! !(

%
" & #!!

" & #!$
!!
! !(，

!·( " % %!( & !#

" & #!$
!$ !! !’

%
" & #!!

" & #!$
!!
! !’ ) （$$）

将（*）式和方程（$$）的右端代入附录中特征量
的表达式，得到 +,-.分岔稳定性指标"! " #，这说明
此 +,-.分岔是退化的，不能保证其稳定，根据文献
［$(］可进一步计算"( 来判定其稳定性，然而这是极

为繁杂而不必要的工作，事实上，数值模拟显示，线

性受控系统（/）没有获得零平衡点邻域稳定的极限
环 )下面将增加非线性控制项，以保证受控系统（/）
+,-.分岔的稳定性 )

( 0 非线性控制

!"#" 非线性控制项的确定

为方便从所有状态变量的二次和三次多项式中

确定影响线性受控系统（/）+,-.分岔稳定性的控制
项，初步设计直接施加于标准型（$$）的如下非线性
控制项：

&1’ " !
(

(，) " $

"*’()!(!) & !
(

(，)，# " $

"+’()#!(!)!#

（’ " $，!，’，(）， （$!）
其中，’ 对应于所控制的方程，且

"*’() " $
!（
"*’() &"*’)(），

"+’()# " $
2（
"+’()# &"+’(#) &"+’#() &"+’)(# &"+’)#( &"+’#)(）)

利用与 ’0!节相同的计算方法，将标准型（$$）
施加非线性控制项（$!）后的右端以及（*）式代入附
录中特征量的表达式，得到稳定性指标"! 为

"! " $
(（’
"+$$$$ &"+$$!! &"+!$$! & ’"+!!!!），

由上式可见，所有二次非线性控制项对稳定性均无

作用，若使

’"+$$$$ &"+$$!! &"+!$$! & ’"+!!!! 3 #，

则 +,-.分岔稳定 )因此，非线性控制项（$!）简化为
&1 $ ""+$$$$ !’

$ &"+$$!! !$ !!
!，

&1 ! ""+!$$! !!
$ !! &"+!!!! !’

! ) （$’）
对非线性控制项（$’）作逆变换 ! " " % $ #，得到

作用于线性受控系统（/）的非线性控制项
&$ " *$ ,’

$ & *! ,!
$ ,! & *’ ,$ ,!

!，

&! " +$ ,!
$ ,! & +! ,$ ,!

! & +’ ,’
! ) （$(）

其中 *(，+(（ ( " $，!，’）分别对应于第一、第二个方
程的非线性控制增益 )

!"$" 稳定性指标!$ 表达式

通过上述对线性与非线性控制项的分析，确定

受控系统为

,·$ " -（,! % ,$）& ,! ,’ ,( & .$ & &$，

,·! " "（,$ & ,!）% ,$ ,’ ,( & .! & &!，

,·’ " % $,’ & ,$ ,! ,(，

,·( " % %,( & ,$ ,! ,’ )

（$4）

其中线性项 .$ 和 .! 同（/）式，非线性项见（$(）式 )
对受控系统（$4）做变换 # " "!，得到如下 5,6789标
准型：

!·$ " %!# !! %
" & #!!

" & #!$
!$ !’ !(

& $
!#

" & #!$ &
（" & #!!）

!

" & #( )
!$

!! !’ !( & /$（!），

!·! "!# !$ % !#

" & #!$
!$ !’ !(

&
" & #!!

" & #!$
!! !’ !( & /!（!），

!·’ " % $!’ & !#

" & #!$
!$ !! !(

%
" & #!!

" & #!$
!!
! !(，

!·( " % %!( & !#

" & #!$
!$ !! !’

%
" & #!!

" & #!$
!!
! !’ ) （$2）

其中

/$（!）" !!
# *$

（" & #!$）
! !’

$

& !#

（" & #!$）
!（（+$ % ’*$）（" & #!!）

& *!（" & #!$））!!
$ !!
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(! !" !
（" ! ###）（#!# ! $#）

" ! ##$

!
（" ! ###）

#（"!$ ! #$$）

（" ! ##$）
)# %$ %#

#

! $
!%
（（" ! ###）（$" & !"）

!
（" ! ###）

#（!# & $#）

" ! ##$

!
（" ! ###）

"（$$ & !$）

（" ! ##$）
)# %"

#，

&#（%）’ $" &
（" ! ###）$#

" ! ##$
!
（" ! ###）

# $$

（" ! ##$）
( )# %"

#

! !% $$

（" ! ##$）
# %#

$ %#

!!%
$#

" ! ##$
&
#（" ! ###）$$

（" ! ##$）
( )# %$ %#

# (

从而得到稳定性指标"# 的表达式为

"# ’ ($
) &

" ! #$$ ! #$# ! ###

" ! ##$
（"!$ ! $$）

&
#（" ! ###）

" ! ##$
（!# ! $#）! !" ! "$"）(（$*）

其中 " ! ##$!% (适当选取控制增益 #’(，!( 和 $(，使

满足条件（+）以及

&
" ! #$$ ! #$# ! ###

" ! ##$
（"!$ ! $$）

&
#（" ! ###）

" ! ##$
（!# ! $#）! !" ! "$" , % (（$-）

则可以得到稳定的 )% 点 ./01分岔反控制，分岔值

为 * ’ *% ’ " ! #$$ ! ### (
若考虑 " 为 ./01 分岔参数，则控制增益所需

满足的条件亦为（+）和（$-），分岔值为 " ’ "% ’ * &

#$$ & ### (

2 3 分岔参数为 +，, 的控制方案

以参数 +，, 为 ./01分岔参数，若只对系统（$）
的后两个方程进行线性控制，则受控系统在 )% 点的

线性化矩阵总存在大于零的实特征根#$ ’ $
#（ & *

! " ! *# ! +*" ! "" #），不可能得到的 ./01分岔 (若
在系统（*）的基础上增加对后两个方程的线性与非
线性控制，类似上节分析方法，受控系统确定为

-·$ ’ *（-# & -$）! -# -" -) ! .$，

-·# ’ "（-$ ! -#）& -$ -" -) ! .#，

-·" ’ & +-" ! -$ -# -) ! ." ! /"，

-·) ’ & ,-) ! -$ -# -" ! .) ! /) (

（$4）

其中 .$ ’ #$$ -$ ! #$# -#，.# ’ ##$ -$ ! ### -#，." ’
#"" -" ! #") -)，.) ’ #)" -" ! #)) -) ( /" ’ 0$ -"

" ! 0# -#
" -)

! 0" -" -#
)，/) ’ 1$ -#

" -) ! 1# -" -#
) ! 1" -"

)，注：#’(（ ’，

( ’ $，#，"，)）为线性控制增益，02，1#（ 2，# ’ $，#，"）
为非线性控制增益 (
当线性控制增益 #’(满足条件

#") #)" ! %，

#"" ! #)) ’ + ! ,，

+# & #+#"" ! ##
"" ! #") #)" , %，

#$$ ! ### , * & "，

% , & #*" & *（##$ ! ###）

! "（#$$ & #$#）& #$# ##$ ! #$$ ###

, $
)（* & " & #$$ & ###）

# ( （#%）

时，./01分岔产生，分岔值由（#%）式中的等式确定 (
令 + 为 ./01分岔参数，采用与 * 为分岔参数时

相同的分析方法得到，在分岔值 + ’ +% ’ & , ! #""

! #))时，受控系统（$4）的 ./01 分岔稳定性指标

"# 为

"# ’ ($
) &

#")
#)"
（"0$ ! 1$）

!
#（, & #))）

#)"
（0# ! 1#）! 0" ! "1 )" (（#$）

若选取控制增益满足

&
#")

#)"
（"0$ ! 1$）

!
#（, & #))）

#)"
（0# ! 1#）! 0" ! "1" , %，（##）

则可以得到稳定的 )% 点 ./01分岔 (
条件（#%）相对复杂，若选取 ##$ ’ %，### ’ %，#))

’ %，则条件（#%）可简化为
#"" ’ + ! ,，

#") #)" , & ,#，

#$$ , * & "，

&
*# ! +*" ! "# & #（* ! "）#$$ ! ##

$$

)"
, #$# , & #* ! #$$ ( （#"）
当 , 为 ./01分岔参数时，控制增益所需满足

的条件亦为（#%）和（##），分岔值为 , ’ ,% ’ & + !
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!!! " !## $

% & 受控系统的数值模拟

以 " 作为 ’()*分岔参数，当 # + ,-，$ + ,,-，%
+ ,-时［,,］，根据条件（%）或（.），取 !,, + / 0，!,0 +
/ 0-，!0, + -，!00 + -，又根据条件（,.），取 &, + / ,，

&0 + &! + ’, + ’0 + ’! + -，则在 " + "- + . 时得到
平衡点 (- 上的 ’()*分岔，且!0 + / -&1 2 -，分岔
方向为 " 2 "-，’()*分岔稳定，相应的分岔图如图 ,
所示 $图 0为当 " + 3时受控系统（,4）在平衡点 (-

邻域的时间历程（ )5*,）以及极限环的三维轨迹图

（*, 5*0 5*#）$

图 , 受控系统（,4）的分岔图

图 0 受控系统（,4）在平衡点 (- 邻域的时间历程（ )5*,）以及极限环三维轨迹图（ # + ,-，% + ,-，$ + ,,-，" + 3，!,, +

/ 0，!,0 + / 0-，!0, + -，!00 + -，&, + / ,，&0 + &! + ’, + ’0 + ’! + -）

图 ! 受控系统（,1）的分岔图

以 $ 作为 ’()*分岔参数，当 " + .，# + ,-，% +
,-时，根据条件（0-）或（0!），取 !,, + / ,-，!,0 +
/ 03，!0, + -，!00 + -，!!! + 00，!!# + ,4，!#! + / ,-，又
根据条件（00），取 +, + / ,，+0 + +! + ,, + ,0 + ,!

+ -，则在 $ + $- + ,0时得到平衡点 (- 上的 ’()*分
岔，且!0 + / ,&,04 2 -，分岔方向为 $ 2 $-，’()*分
岔稳定，相应的分岔图如图 !所示 $由图 !可见，受

控系统（,1）在 $ + $- + ,0点产生 ’()*分岔，随着分
岔参数的减小，在 $ + $- + !&%时 (- 点 ’()*分岔失
去稳定性，受控系统趋于非零平衡点 $图 # 为 $ +
,,&1时受控系统（,1）在平衡点 (- 邻域的时间历程

（ )5*!）以及极限环的三维轨迹图（*! 5*# 5*,）$

3 & 结 论

67 系统的零平衡点为鞍点，为实现零平衡点
’()*分岔的反控制，设计了线性与非线性状态反
馈 $首先确定产生 ’()*分岔的线性控制项，得到线
性控制增益的选取原则 $然后，通过直接对线性受控
系统的 8(9:;<标准型进行非线性控制，利用 ’()*分
岔稳定性分析，得到控制稳定性的非线性项，给出非

线性控制增益的选取原则 $本文针对不同的分岔参
数给出不同的控制方案 $最后，通过数值模拟验证了
理论分析结果，满足选取原则的受控系统均可在零

平衡点得到稳定的 ’()*分岔极限环 $
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图 ! 受控系统（"#）在平衡点 !$ 邻域的时间历程（ "%#&）以及极限环三维轨迹图（$ ’ (，% ’ "$，& ’ "$，’ ’ "")#，(""
’ * "$，("+ ’ * +,，(+" ’ $，(++ ’ $，)" ’ * "，)+ ’ )& ’ *" ’ *+ ’ *& ’ $）
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以上求导均在零点，分岔参数取为分岔值 /
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