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建立了振动筛系统的动力学模型，推导出了其周期运动的 *+,-./01 映射，基于 *+,-./01 映射方法着重研究了系
统 23,456+4756+47余维三分岔、三次强共振条件下的 6+4756+47余维三分岔以及三种非常规的混沌演化过程 8研究结
果表明，此两类余维三分岔点附近的动力学行为变得更加复杂和新颖，在分岔点附近出现了三角形吸引子、$!# 环

面分岔以及“五角星型”、“轮胎型”概周期吸引子，揭示了环面爆破、环面倍化以及 !# 环面分岔向混沌演化的过程，

这些结果对于振动筛系统的动力学优化设计提供了理论参考 8

关键词：余维三分岔，非常规混沌演化，!# 环面分岔
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!甘肃省自然科学基金（批准号：$;<%9!5=#95%$%）资助的课题 8
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! D 引 言

非线性动力学的分岔和混沌的研究，一直是近

十几年来非线性科学领域最活跃的研究前沿［!—9］8
振动筛是工业生产中常见的一种机械设备，振动筛

系统具有强非线性和不连续性，属于多自由度碰撞

振动系统范畴，系统的动力学响应十分复杂 8振动筛
系统分岔与混沌问题的研究在其动力学优化设计、

可靠性分析及降低噪声等方面都具有重要的意义 8
文献［’］对映射的分岔理论进行了分析，文献［(，)］
研究一类两自由度系统的余维二分岔问题，文献

［!%，!!］探索了一类两自由度含间隙碰撞振动系统
的动力学行为及混沌演化路线，文献［!#］解决了两
自由度对碰振动系统的稳定性及分岔，EF/-+F 对碰
撞振动系统的奇异性进行了讨论［!$］，文献［!:，!9］
研究了一类碰撞振动系统的 6+47分岔与周期倍化
分岔，对于分岔的研究主要集中在余维一和余维二

分岔研究，对于余维三分岔问题，需要三参数开折，

影响因素很多，参数平面划分复杂，其理论研究具有

一定的难度，对此情况下的分岔与混沌形成过程的

理论研究目前仍是一个难题，因此研究这类系统主

要通过定性分析和数值模拟，本文针对振动筛这一

三自由度碰撞振动模型，分析了系统的两类余维三

分岔以及三种非常规混沌演化过程，揭示了分岔点

附近的复杂动力学行为 8振动筛复杂分岔和混沌的
深入研究对于振动系统动力学优化设计提供了理论

参考 8

# D 振动筛的力学模型及 *+,-./01映射

图 ! 为振动筛系统的力学模型图 8质量为 "!

和 "# 的振子分别由刚度为 #! 和 ## 的线性弹簧和

阻尼系数为 $! 和 $# 的线性阻尼器相联接，两个振

子只作垂直方向的运动，"! 受到简谐激振力

%G,-（!! H"）的作用 8质量为 "$ 的质块由重力作

用从上方落下与 "! 碰撞，改变速度方向后又以新

的初值运动，然后再次与 "! 碰撞，如此往复 8假设
力学模型中的阻尼是 I/A3J,KL型比例阻尼，碰撞过
程由碰撞恢复系数 & 确定 8
碰撞振动系统的无量纲运动微分方程为
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图 ! 振动筛的力学模型
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振子 #! 与 #+ 的冲击方程为
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在方程（!）和（$）中，“·”表示对无量纲时间 " 求

导数，!·! &，!·! %和 !·+ &，!·+ % 分别表示振子 #! 与 #+

碰撞前后的瞬时速度，$ 为恢复系数，其中无量纲
量为
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设振子 #! 与 #+ 碰撞后的瞬时为无量纲时间

为 "，那么下一次振子 #! 与 #+ 碰撞前的瞬时为

$,!-%，,"- ,系统周期 , & !运动的边界条件为
!!（"）’ !+（"）’ !!（$,!-%）
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可以求的初相位角和四个积分常数的表达式

（略去繁琐的推导过程和各表达式结果），根据模态

叠加法，得到周期运动的表达式
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**.是正则模态矩阵* 的元素，+. ’"%
$
.，%0. ’

%$
. &+

$! . , /. 和 1. 是积分常数，由系统的初始条件
和模态参数确定，2. 和 3. 为振幅常数 ,
对碰撞系统而言，存在擦边运动造成的奇异性，

故选择截面

# ’｛（!!，!·!，!$，!·$，!+，!·+，,）" $3 4 4!

!! ’ !+，!·! ’ !·!%，!·+ ’ !·+%｝
为 51)*0678截面，其中，,’%"91:（$!）则 !$ ’（ !!"，

!·!"，!$"，!·$"，!·+"，&）; 表示系统在 51)*0678截面上的
周期 , & ! 不动点 ,可以建立 , & ! 运动的 51)*0678
映射（略去复杂的推导过程）为"!< ’ 5（-，"!），其
中，"!<"$3 和"!"$3 为 !$的扰动矢量

"+ ’（"!!"，"!·!%，"!$"，"!·$"，"!·+"，"&）;，

"!< ’（"!<!"，"!·<!%，"!<$"，"!·<$"，"!·<+"，"&<）;，

-属于分岔参数 ,
51)*0678映射在不动点处的线性化矩阵为

65（-，!$）’ #
5（-，"!
#"! （-，!$）

， （3）

如果矩阵 65（-，!$）的全部特征值都位于单位圆

+=!3!"期 张永祥等：振动筛系统的两类余维三分岔与非常规混沌演化



内，图 !系统具有稳定的 ! " !运动 #若!取一定值
时"#（!，!!）的一些特征值位于单位圆上系统的 !
" !运动将发生分岔，!即为分岔点 #分岔的类型取
决于单位圆周上 "#（!，!!）特征值的数量及其在单
位圆周上的位置 #对于图 !系统 "#（!，!!）特征值
共 $个，本文主要研究四个以上特征值同时穿越单
位圆问题（!" $%），对此情况下的分岔与混沌形成

过程的理论研究目前仍是一个难题，因此分析这类

系统最有效的方法就是数值仿真方法，对于这样复

杂的分岔可以根据映射的余维二和余维一分岔理论

去分析分岔点附近的动力学行为 #

% & 振动筛的两类余维三分岔与非常规
混沌演化

在图 ! 振动筛系统中，选取系统参数（!），" ’
(&!)，#’$ ’ (&!)，% ’ (&()，$ ’ (&(*，令!! ’（&，

’，(），当!! ’（(&!)(，+&+$+，(&%(!）时，,-./01矩阵
（$）的特征值为)*，$ ’ " (&2%$ 3 (&%*)1（ 4)*，$ 4 ’
!&(((），)$ ’ " !&((+，)!，+ ’ " (&$!) 3 (&56(1（ 4)!，+ 4
’ (&22%），可以近似认为!! 是一个余维三 7819:
;/9<:;/9<分岔点 #固定(’ (&%，图 +（-）给出了& ’
(&!))时 %·+ 随参数’变化的分岔图，从图 +（-）可以
看出，’在一定区间内系统为稳定的周期一运动 #随
着’的增加，有一对复共轭特征值先穿过单位圆，
系统发生 ;/9<分岔，随后又一对复共轭特征值穿过
单位圆发生了 &+ 环面分岔；随着’的减小，由于负
实数特征值先穿过单位圆，所以发生了 7819分岔，值
得注意的是随着’的减小一对复共轭特征值穿过
单位圆，因而倍周期序列没有出现，发生了周期 +点
的 ;/9<分岔 #图 +（0）给出了 7819:;/9<:;/9< 分岔点
附近&’ (&!)时的局部余维二分岔图，进一步揭示
了 ;/9< 分岔，7819 分岔以及 &+ 环面分岔之间的转

化关系 #

图 + 分岔图 （’）!’ (&!))；（ (）局部余维二分岔

为了更好的揭示系统的非线性动力学行为，分

析系统向混沌演化的过程，下面给出三种非常规混

沌演化过程，图 %给出了上述(’ (&%，& ’ (&!))时
不同’值情况下系统的 =/1>.-?@截面投影图 #数值
结果表明，系统由稳定周期一运动发生 ;/9< 分岔
和 7819分岔后的动力学行为变得更加复杂，在向混
沌演化的过程中完全不同于常规的倍周期分岔和

概周期通向混沌的道路 #当’ ’ +&+*$时，系统发生
了周期 + 点 ;/9<分岔后，概周期吸引子在 =/1>.-?@
截面上由两个光滑的吸引不变圈表示，见图 %（-），
随着’减小两个吸引不变圈发生了环面爆破现象
直接演化为混沌，见图 %（0）和（.），同时，随着’增
加，系统由周期一先发生 ;/9< 分岔，其 =/1>.-?@ 截

面上由一个光滑的吸引不变圈表示，见图 %（A），随
着’ 的进一步增加系统发生环面分岔在 =/1>.-?@
截面上呈现出多种几何形状的概周期吸引子，图 %
（B）给出了一种“五角星型”吸引子，最后系统演化
为混沌，见图 %（ <）#图 ) 给出了上述( ’ (&%，& ’
(&!)$时不同’值情况下系统的 =/1>.-?@截面投影
图 #这里不同的是当’ ’ +&+*$* 时，系统发生了周
期 +点 ;/9<分岔后，概周期吸引子在 =/1>.-?@截面
上由两个吸引不变圈表示，见图 )（-），随着’减小
两个吸引不变圈发生了环面倍化现象，见图 )（0）
和（.），最后演化为麦比乌斯吸引子呈现的混沌，见
图 )（A）#
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图 ! "#$%&’() 映射图 （’）*!吸引不变圈；（+）环面爆破；（&）混沌；（,）吸引不变圈；（-）“五角星型”概周期吸引子；（.）混沌

图 / "#$%&’() 映射图 （’）*!吸引不变圈；（+）*!环面倍化；（&）/0环面倍化；（,）混沌
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选取系统参数（!），!" #$!%，""# " #$&%，! "
#$#’，$" #$#(，令%"（&，’，(）为余维三分岔参数，
当%! "（#$!)*)，&$*+!*，#$)#,+）时，-./012 矩阵（+）
的特征值为 )(，! " #$&’(( 3 #$,!*+2（ 4)(，! 4 "
($#####），)&，) " 5 #$%### 3 #$*+,,2（ 4)&，) 4 " ($##&&，

)&
&，) " (），)% " 5 #$+%()，)+ " 5 #$##+*，)(，!和)&，)几

乎同时穿越单位圆而其余特征值位于单位圆内，因

此%!是一个近似三次强共振条件下的 607896078分
岔点 :为了揭示系统在该余维三分岔点附近的非线
性动力学行为，固定&" #$!%，( " #$)#，激振力频率

’"（&$*#，&$,%）为变化参数，图 % 给出了系统的
;02</.=>截面投影图 :随着’的减小至’ " &$,!*时
系统出现 6078分岔，因系统三次强共振的影响，其
;02</.=>截面投影图呈现出三角形吸引不变圈，图 %
（.）给出了分岔后’ " ,$*,’% 时的情况，当’ "
&$*,!时系统进入周期 &轨道，如图 %（1）所示，随着

’的进一步减小，系统进入了 &" 环面概周期运动
状态，最后 &" 环面又一次发生 "! 环面分岔，其

;02</.=>截面投影图呈现出了“轮胎型”概周期吸引
子，见图 %（/）—（8）:

图 % ;02</.=>映射图 （.）“三角型”吸引不变圈；（1）周期 &；（/）&"吸引不变圈；（?）&"吸引不变圈爆破；

（@）&"吸引不变圈完全破裂；（8）“轮胎型”概周期吸引子

)$ 结 论

本文建立了振动筛系统模型以及 ;02</.=> 映

射，研究了系统两类余维三分岔点附近的动力学行

为，这两类余维三分岔的共性是系统 -./012.< 矩阵
都有两对复共轭特征值同时穿越单位圆，因此系统

除了简单的 6078分岔形成的吸引不变圈吸引子外，

+*(+ 物 理 学 报 %’卷



还存在 !!" 或 #!" 环面分岔形成的“轮胎型”、“五角

星型”等奇怪概周期吸引子和麦比乌斯混沌吸引子；

在混沌演化途径上，分析了由环面爆破、环面倍化和

!" 环面分岔过渡到一种特殊吸引子（规则几何形

状）向混沌演化的三种非常规路线，由此看出，余维

三分岔点附近的动力学行为远比余维二和余维一分

岔点附近的动力学行为复杂的多，通过对振动筛系

统的分岔分析，可以获得系统周期运动的参数范围，

有利于提高系统的运动稳定性，在实际给定的一部

分参数的情况下，通过稳定性和分岔分析，可以优化

其它系统参数，因此对振动筛系统复杂分岔和混沌

的研究具有一定的理论和实际意义，对于系统余维

三理论分析以及各种奇怪吸引子的维数等还有待进

一步研究 $
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CXCW(3，1)-4@21)< I41’R5,’ZR5,’Z *1Z@+-&W1,) &)2 5,’ZR5,’Z *1Z@+-&W1,) 1) W;( W;1+2 ,+2(+ CW+,)< +(C,)&)W -&C(，&)2 W;+(( ),)R
WX’1-&4 +,@W(C W, -;&,C &+( 1)Q(CW1<&W(2 *X @C1)< %,1)-&+Y 3&’C$ /;( CXCW(3 (\;1*1WC 3,+( -,3’41-&W(2 2X)&31- *(;&Q1,+C )(&+ W;(
’,1)WC ,Z -,213()C1,)R# *1Z@+-&W1,)$ /;( +(C@4WC C;,[ W;&W )(&+ W;( ’,1)WC ,Z *1Z@+-&W1,) W;(+( (\1CW W+1&)<4( &WW+&-W,+，#!" W,+@C
*1Z@+-&W1,) &)2“’()W&4’;&R41.(”，“W1+(R41.(”&WW+&-W,+C 1) ’+,](-W(2 %,1)-&+Y C(-W1,)C $ /;( +,@W(C W, -;&,C Q1& W,+@C (\’4,C1,)，
W,+@CR2,@*41)< *1Z@+-&W1,) &)2 !" W,+@C *1Z@+-&W1,) &+( &)&4X^(2 *X )@3(+1-&4 C13@4&W1,)$ /;( CXCW(3 ’&+&3(W(+C ,Z C;&.(+ 3&X *(
,’W131^(2 *X CW@2X1)< W;( CW&*141WX &)2 *1Z@+-&W1,) ,Z ’(+1,21- 3,W1,) ,Z W;( C;&.(+ $

+,-./012：-,213()C1,)R# *1Z@+-&W1,)，),)RWX’1-&4 +,@W(C W, -;&,C，!" W,+@C *1Z@+-&W1,)
3455：7AG8

!%+,](-W C@’’,+W(2 *X W;( U&W@+&4 D-1()-( I,@)2&W1,) ,Z =&)C@ %+,Q1)-(，B;1)&（=+&)W U,$ #:D7A!R6"AR7#7）$
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8L!F!7期 张永祥等：振动筛系统的两类余维三分岔与非常规混沌演化


