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研究了 )*++,-.单边约束系统在谐和与随机噪声联合激励下的响应问题 / 用谐波平衡法和摄动法分析了系统
在确定性谐和激励和随机激励联合作用下的响应，用随机平均法讨论了随机扰动项对系统响应的影响 / 在一定条
件下，当约束距离较大时对应于不同的初始条件，系统具有两个非碰撞的稳态响应；而当约束距离不大时，对应于

不同的初始条件，系统也可以有两个不同的稳态响应，其中一个是发生碰撞的响应，而另外一个则不发生碰撞 / 数
值模拟表明该方法是有效的 /
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! ? 引 言

在航空航天、机械制造、土木工程等领域存在着

由间隙而导致的冲击或碰撞振动，例如飞船对接引

起的碰撞、大型太阳能帆板因关节间隙产生的碰撞

振动、飞行器稳瞄系统的非光滑性导致的碰撞振动、

海洋平台桩脚受到海冰的往复挤压碰撞、机械手在

作业中对产品的碰撞、电动冲击机械等等 / 在相同
的初始条件下，动力学系统的长期响应会因为往复

碰撞振动的积累而变得面目全非；同时，碰撞还会影

响冲击机械产品的动态性能，可以引起系统局部产

生永久塑性形变，使材料的力学性质发生本质改变，

以致引发灾难性后果［!］/ 目前，用于描述碰撞过程
的模型主要有三种［#］：瞬态冲击模型，分段线性模型

和碰撞中局部变形的模型 / 由于这些模型向量场的
不可微性，导致系统呈现非光滑的特性，可以产生丰

富的动力学行为，因此引起了学者们的广泛关

注［(，0］/ 而在实际中，这种非光滑系统总是或多或少
的受到随机噪声的影响 / 因而，研究在随机噪声激
励下非光滑系统的响应［$—’］具有理论意义和实际应

用价值 / 总的说来，关于非光滑系统特别是碰撞系

统在随机激励下系统响应的分析的研究处于起步阶

段，本文将在这方面作一尝试 / 本文研究了 )*++,-.
单边约束系统在谐和与随机噪声联合激励下的响应

问题 / 本文采用瞬时冲击模型，即假设冲击时间为
零，碰撞过程只考虑能量的损失，碰撞前后的速度变

化用恢复系数来描述 / 用谐波平衡法和摄动法分析
了系统在确定性谐和激励和随机激励联合作用下的

响应，用随机平均法讨论了随机扰动项对系统响应

的影响 / 并发现，在一定条件下，系统具有两个不同
的稳态响应，其中一个是不发生碰撞的响应，而另外

一个则可以是发生碰撞的响应，也可以是不发生碰

撞响应 / 数值模拟表明本文提出的方法是有效的 /

# ? 模型的提出及理论分析

考虑同时受谐和与随机噪声激励的单自由度

)*++,-.单边约束系统
!@ A!"!·A## ! A!!( B "C8<（$# A%）

A"!&（ #），! D ’，

!·A B E $!·E，! B ’， （!）
式中 ! 上方的圆点表示对时间 # 的导数，!#!为小
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参数，!，"分别为系统的阻尼系数和自然频率，!，

# ! "是常数分别表示确定性谐和激励的振幅和频
率，$是相位角，%（ "）是零均值宽带随机过程，谱密
度为 #（#），$ 是碰撞恢复系数，" # $!$，&为约束
距离，%，&分别表示碰撞前后时刻 ’

!"#" !较大时系统的响应

先考虑简单的情形，设约束距离&充分大，即
在稳态运动时系统不发生碰撞，此时方程（$）变为

%( &’!%·&") % &’%* + !,-.（#" &$）&"’%（ "）’
（)）

（)）式表示的是同时受谐和与随机噪声激励的
/011234系统 ’ 类似的模型由 567189和 :8;963［<］用多
尺度法进行了讨论，但在他们的模型中要求确定性

谐和激励的幅度较小，即要求 ! 是一个小量，本文
不要求 ! 是一个小量 ’ 由于和确定性谐和激励

!,-."" 相比，随机扰动项"’%（ "）是一个小量，可不
妨设%（ "）+ "先讨论在确定性谐和激励时系统的响
应 ’ 此时方程（)）变为

%( &’!%·&") % &’%* + !,-.（#" &$）’ （*）
我们用谐波平衡法［=］求解系统（*）的周期解 ’ 为此，
设方程（*）的零阶近似解为

%" + &" ,-.（#" &(）， （>）

将（>）式代入（*）式并利用公式

,-.*（#" &(）+
*
> ,-.（#" &(）

& $
> ,-.［*（#" &(）］，

可得

% &"#) & &"") & *
>’&( )* ,-.（#" &(）

%’!#&" .23（#" &(）&
$
>’&*

" ,-.［*（#" &(）］

+ !,-.（#" &$）’
略去高次谐波 ,-.［*（#" &(）］，令上式等式两边同
次谐波系数相等，得

&"") % &"#) & *
>’&( )*

" ,-.( %’!#&" .23(

+ !,-.$，

&"") % &"#) & *
>’&( )*

" .23( &’!#&" ,-.(

+ % !.23$’ （?）
把方程（?）中两式平方相加，便可得系统（*）的频率
响应方程为

&"#") % &"#) & *
>’&( )*

"

)

&’)
!

)#) &)
" + !) ’

（@）
从上式可见若!#"，而 ! + "，则振幅 &" + " ’ 这说
明对于耗散系统若没有外力作用，除静止状态外不

可能存在周期解 ’ 由弗洛凯（AB-C08D）理论［=］知，由
（>）式定义的周期解稳定的充分必要条件是

") %#) & *
>’&( ))

" ") %#) & =
>’&( ))

"

&’)
!

)#) ! " ’ （E）
（E）式表明，并不是所有由（>）式定义的周期响应都
是稳定的 ’ 如果由（@）式能解出三个解，则大解 &" +
&F 和小解 &" + &G 都是稳定的，而中间的那个解是

不稳定的 ’ 这说明对于非线性系统（*）来说，其受迫
振动稳态解的振幅和频率与初始条件有关，其振幅

可具有多值性，即在一定条件下同一干扰力频率对

应着几个稳态周期运动，物理上实现哪一个周期运

动取决于初始条件 ’ 同时存在着突跳和滞后现象，
当干扰力频率逐渐增加或减小时，振幅开始沿响应

曲线逐渐变化，当到达临界点时振幅突然减小或增

大 ’ 然后又沿响应曲线变化；并且在频率减小或增
加的变化中，跳跃总是滞后前一次跳跃点，形成一个

滞后环 ’

下面我们研究随机扰动项"’%（ "）对系统响应的
影响 ’ 为此令

% + %" & ’ + &" ,-.（#" &(）& ’， （<）
式中 ’ 是摄动项 ’ 将（<）式代入（)）式并忽略非线性
项可得如下线性化方程：

(’ &’［!)’ & *&)
" ,-.)（#" &(）’］&") ’

+"’%（ "）’ （=）
由于’为小参数，可用随机平均法［$"］求解系统（=）
的稳态响应 ’ 引入变换

’（ "）+ *（ "）,-.)，
)’（ "）+ % *（ "）".23)，) + "" &* ’ （$"）

可将（=）式化为标准形式微分方程

)* +’"
［%!*".23) & *&)

" ,-.)（#" &(）*,-.)］

H .23) %"’"
.23)%（ "），

)* + ’*"
［%!*".23) & *&)

" ,-.)（#" &(）*,-.)］

H ,-.) %"’*#
,-.)%（ "）’ （$$）

对（$$）式用随机平均法可得相应的伊滕随机微分方
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程为

!! " #!!$" %!"（#）$!#$[ ]" ! #

% !"（#! ）

# !"!$&（ #），

!$ "
’%$

(

)#"
! # % !"（#! ）

!# !"!$$（ #）* （&$）

其中 $&（ #），$$（ #）是独立的标准 +,-.-/过程 *
由（&$）第一式不依赖于$知，!（ #）本身是一个

时齐扩散过程，其稳态概率密度 &（ %）由下面 012
方程支配：

!
!%

!%
$" #!"（#）$%#$( )"[ ]& %!"（#）"$#$

!$ &
!%$ " ( *

（&’）
由（&’）式可解得

&（%）" %
%$ -34 # %$

$%( )$ ，%$ " !"（#）
!#

$ ，（&)）

由上式可得 !（ #）的一、二阶矩为

’!（ #）""
%5

(
%&（%）!% " !!$%，

’!$（ #）""
%5

(
%$ &（%）!% " $%$ * （&6）

式中 ’ 表示数学期望 *由（7），（&(）和（&6）式可得，
当 ( 充分大时，系统处于稳态响应，有

893
(# ##(%$#!

’)$ " 893
#
’［%( :;<（## %&）% !（ #）:;<’］$

" %$
( %!"（#）

!#
$ * （&=）

893
(# ##( % $#!

’)$ 可以作为处于稳态时，系统响应幅值

大小的度量 * 在一定的参数范围，由（)）式定义的周
期解的幅值 %( 有三个解，其中大解和小解都是稳定

的，而中间的那个解是不稳定的 * 当 %( 有三个解

时，由（&=）式可知此时系统有三个均方响应值，其中
大的和小的都是稳定的，而中间的那个是不稳定的 *

!"!" !不大时系统的响应

再考虑复杂的情形，设(不大，即在稳态运动
时系统发生碰撞 * 先考虑)（ #）" (即系统只受到确
定性谐和激励但(不大，即在稳态运动时系统发生
碰撞的，此时方程（&）变为
)> %"!)
·%#$ ) %")’ " *:;<（*# %+），) ? (，

)·% " # +)·#，) " ( * （&@）
由于"是小参数，可以先设"" (，系统（&@）变为

)> %#$ ) " *:;<（*# %+），) ? (，

)·% " # +)·#，) " ( * （&7）

碰撞系统（&7）研究的比较成熟，由文献［&］可以
知道，每过 ,$- 个激励周期系统发生一次碰撞的
运动满足下面的条件：

)（(）"(，)·（(）" )·%，

) $!,( )* "(，)·
$!,( )* " )·# * （&A）

式中 )·#，)·% 分别表示碰撞前后的质点速度，+ "

# )·%

)·#
为恢复系数 * 可以求出满足条件（&A）的解为

)（ #）" )(（ #）" %#:;< ## #!,( )
,

% %*:;<（*# %+），

（$(）
式中

%# " ( # %*
:;<（!, B,）

，%* " *
#$ C & #,

$ C
，, " *#

*

且可以求得碰撞前的速度为

)·# "
［& D & #（& # %$

* B(
$）$（& % .$! ）］"#

（& % .$）/
，

（$&）
式中

. " &
,

& # +
& % + E9.

!,
,
，/ " # &

$（& % +）:;E!,
,

*

（$$）
由（$&）式可以知道，在一定的参数区域内，系统（&7）
可以有双解 * 下面我们用摄动法求解系统（&@）的响
应 * 可以设系统（&@）的解为

)（ #）" )(（ #）%")&（ #）， （$’）
式中 )(（ #）由（$(）确定，")&（ #）为小摄动项 * 将（$’）
式代入（&@）式，比较两边"一次方的系数，可以得到
如下关于 )&（ #）的方程：

)> & %#$ )& " #!)
·
( # )’(， （$)）

将 )(（ #）的表达式（$(）代入（$)）式，并只保留频率为

#
$!
，*$!
的谐波项，得到

)> & %#$ )& " # ’
) %’

# % ’
$ %#%

$( )* :;< ## #!,( )
,

%!#<,. ## #!,( )
,

# ’
) %’

* % ’
$ %$

#%( )* :;<（*# %+）

%!#<,.（*# %+）， （$6）
此方程的通解为

)& " 0& :;<## % 0$ <,.##

% ’
7#

%’
# % ’

)#
%#%

$( )* #<,. ## #!,( )
,
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!!!" #$% "! !!"( )
#

& ’
"" !$"

(
) #(

$ & (
" #"

"#( )$ #$%（$! &%）

! ’
"" !$"!"%*+（$! &%）， （",）

式中任意常数 $’，$" 可以由条件 %’（-）. -，

%’
"!"( )$

. -确定 /

然后我们考虑同时受到确定性谐和与随机激励

的系统（’），可以设系统（’）的响应为

%（ !）. #"#$% "! !!"( )
#

& #$#$%（$! &%）& &，

（"0）
式中 & 是摄动项 / 将（"0）式代入（’）式并忽略非线
性项可得如下线性化方程：

’& & {&!(& & [( #"#$% "! !!"( )
#

& #$#$%（$! &% ]） " }& &"" & . !&#（ !）/（"1）

由于&为小参数，"2’ 节中展示的随机平均法可以
用于求解系统（"1）的稳态响应 / 引入由（’-）式定义
的变换，

&（ !）. )（ !）#$%’，
(&（ !）. ! )（ !）"%*+’，

’ ."! &(，

经过计算可以得到，*)（ !）. !!")，*)
"（ !）. ")"，

式中)由（’)）式定义 /

( 2 数值模拟

有关随机过程数值模拟的方法可见文献［’-—
’"］，本文数值模拟中设#（ !）的谱密度为

+（$）.
+-，- 3 $" ""，
-， $ 4 ""

{ ，
（"5）

则#（ !）可取为如下形式［’-］：

*（ !）.
)"+-!, #

,

- . ’
#$% ",（"- ! ’）! &%[ ]- ，

（(-）
式中%- 是（-，"!］上均匀分布的独立同分布随机变
量序列，, 是一个较大的整数 /
在本文的数值模拟中，取参数如下：

! . " . . . ’，/ . -/1，& . -/’，, . ’--- /
在没有碰撞时，用四阶龙格库塔法可计算出系统（’）

的响应；碰撞发生后，只需根据公式 %·& . ! /%·! 将

速度改变后再用龙格库塔法进行计算 / 先考虑+
较大时的情形，本文中先取+ . ,2-，这时系统的稳
态运动不发生碰撞 / 当*（ !）. -即系统只受确定性
谐和激励时，对应于不同的激励频率$，由（,）式给
出的系统响应的振幅 #- 的理论值与数值计算值的

比较见图 ’ / 由图 ’可见，理论解与数值解符合得很
好，这说明用谐波平衡法求解方程（(）是有效的 /

图 ’ 系统（(）频率响应曲线（———稳定解，666不稳定解，$$$数
值解）

下面研究随机扰动#（ !）对系统响应的影响 /
取$ . ’2)，此时系统（(）将有两个稳定的稳态解，由
（,）式可以解得这两个解分别为 #- . #7 . ’2’8 和

#- . #9 . (258，即对于不同的初始值，确定性系统
（(）有两种不同的稳态响应 / 对于随机系统（’），也
有类似的多值现象 / 当 +- . -2--"8，对应于不同的
初值系统（’）响应的时间历程图和相轨图分别见图
"和图 ( / 图 " 中的初值是 %（-）. ! )2-，%·（-）.
! 828，图 (中的初值是 %（-）. ! ’2-，%·（-）. ! ’28，
图中 0（ !）. %·（ !）表示速度 /
由图 "，(可见，当随机扰动*（ !）较小时，对应

于不同的初值系统（’）可有两个不同的稳态响应，与
前述理论分析的结果一致 / 由于随机扰动*（ !）的
存在，系统响应从一周期解变为一拟周期解，系统的

相轨也从一极限环变为一扩散的极限环 / 计算表
明，随着*（ !）的增大，此扩散极限环的宽度将增大 /
当然，由图 "和图 (表示的稳态解是系统（’）不发生
碰撞时的解 / 当 +- . -2--"8，对应于不同的激励频
率$，由（’,）式给出的系统均方响应的理论值与数
值计算值的比较见图 ) /
计算表明，当随机扰动*（ !）较小时，类似于确

’51,’’期 戎海武等：谐和与随机噪声联合作用 :;<<*+=单边约束系统的响应



图 ! 系统（"）的数值结果（! # $%&，!& # &%&&!’，"（&）# ( )%&，"·（&）# ( ’%’）（*）"（ #）的时间历程图；（+）相轨图

图 , 系统（"）的数值结果（! # $%&，!& # &%&&!’，"（&）# ( "%&，"·（&）# ( "%’）（*）"（ #）的时间历程图；（+）相轨图

图 ) 系统（"）频率响应曲线（! # $%&，!& # &%&&!’ -———稳定解，

...不稳定解，!!!数值解）

定性系统中的跳跃和滞后现象仍存在 - 当干扰力频
率逐渐增加或减小时，振幅开始沿响应曲线逐渐变

化，当到达临界点时振幅突然减小或增大 - 然后又

图 ’ 系统（"/）响应相轨（! # &%,）（———理论解，"""数值解）

沿响应曲线变化；并且在频率减小或增加的变化中，

跳跃总是滞后前一次跳跃点，形成一个滞后环 - 本
文的数值模拟系统中，对应的系统临界频率为"" #
"%,)，"! # "%0& - 即当" 1"" 或" 2"! 时，系统只

!30$ 物 理 学 报 ’/卷



有一个均方响应；当!! "! "!# 时，对应于不同的

初值系统有两个均方响应 $ 跳跃将发生在! %!!，

!# 处 $

图 & 系统（!）的响应（" % #’(，!) % )’))#*，"（)）% + !’)，"·（)）% + !’*）（,）"（ #）的时间历程图；（-）相轨图

图 . 系统（!&）响应的时间历程（" % )’(）

下面再研究当"较小，即系统的稳态响应发生
碰撞时的情形 $ 取! % !’/，此时系统（(）将有两个
稳定的稳态解，由（.）式可以解得这两个解分别为
$) % $0 % !’!*和 $) % $1 % (’2* $ 当约束距离" "

$0 时，显然系统（!）的稳态响应不可能是由（3）式表

示的解，而只能是由（#&）式表示的解 $ 当" % )’(
时，由（#(），（#.）式得到的方程（!&）理论解和数值解
的比较见图 *，由图 *可见，理论解与数值解符合得
很好，说明用摄动法求解非线性碰撞系统（!&）是有
效的 $ 相应的时间历程的数值解见图 .’
当 $0 "" " $1 时，对于不同的初始值，系统可

以有两个不同的稳态解 $ 即由（3）式确定的对应于
$) % $0 小的没有碰撞的稳态解及对应于（#&）有碰

撞的稳态解 $ 当! % !’/时，$0 % !’!*，$1 % (’2*，我
们取" % #’(，!) % )’))#*，对于不同的初始值，系统
（!）响应的时间历程与相轨分别见图 &和图 3 $
由图 &，3可见，当随机扰动#（ #）较小时，对应

于不同的初值系统（!）可有两个不同的稳态响应，图
&代表的是没有碰撞的稳态解，显然稳态解的最大
振幅不超过约束距离" % #’( $ 图 3代表的是有碰
撞的稳态解 $ 这种不同初始条件下的双解现象是首
次被发现，这也表明了碰撞系统的复杂性 $ 由图 &，
图 3可以看出，由于随机扰动#（ #）的存在，系统响
应从一周期解变为一拟周期解，系统的相轨也从一

极限环变为一扩散的极限环 $ 计算表明，当 !) 增

大，即噪声#（ #）的强度增大后，不发生碰撞的稳态
解将变得不稳定，向发生碰撞的稳态解跃迁 $ 其中
迁移的详细过程，可以用胞映射的方法进行研究，这

是我们今后进一步研究的工作 $
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图 ! 系统（"）的响应（! # $%&，!’ # ’%’’$(，"（’）# ) *%’，"·（’）# ) (%(）（+）"（ #）的时间历程图；（,）相轨图

*% 结论与讨论

本文将谐波平衡法引入非线性随机碰撞系统的

响应分析中，并结合摄动法和随机平均法研究了碰

撞系统在确定性谐和激励和随机激励联合作用下系

统的响应 - 由于所研究系统的复杂性（非线性，随机
性和非光滑性），精确求解很困难甚至是不可能的 -
事实上，即使对于确定性的单自由度非线性系统，大

部分也不可能求出精确的解析解 - 只能通过各种近
似方法如小参数法、坐标变形法、多尺度法、慢变参

数法、./0法、等效线性化法、谐波平衡法等等 - 对
于非线性随机系统，各种近似方法得到了广泛的应

用，如等效线性化法和随机平均法等 - 随机系统的
等效线性化法可看作是确定性系统的等效线性化法

在随机系统中的推广，故确定性系统的其他近似方

法如多尺度法［"&］，谐波平衡法和多项式逼近法

等［"*，"(］都可推广到随机碰撞系统的分析中去 -
理论分析和数值模拟表明，当随机扰动"（ #）较

小时，对应于不同的初值系统（"）可有两个不同的稳
态响应，这两个稳态响应可以都不是碰撞的响应，也

可以一个是碰撞的稳态响应，而另外一个是不碰撞

的稳态响应，这种现象是首次被发现，也说明了碰撞

系统的复杂性 - 当约束距离!较大时，由于在稳态
运动时系统不发生碰撞，系统（"）就成为在外力作用
下的光滑 1233456系统 - 而众所周知，在一定的参数
范围内，对于不同的初始条件，1233456系统可以有两
个不同的解，即系统有两个吸引子 $7 和 $0，每个吸

引子都有自己的吸引域 - 当!较小即! 8 $7 时，稳

态运动发生碰撞，显然系统不可能达到原来解 $7

和 $0，这时系统只有一个发生碰撞的稳态解，即系

统只有一个吸引子 - 当 $7 8! 8 $0 时，显然系统不

可能有稳态解 $0，这时对于不同的初始值，系统可

以有两个不同的稳态解，一个是不发生碰撞的稳态

解 $7，另外一个是发生碰撞的稳态解，即系统有两

个吸引子，每个吸引子都有自己的吸引域 - 要从物
理上详细解析这些现象，需要用胞映射的方法研究

参数变化时这些吸引子的变化情况，这是我们进一

步要作的工作 -
本文的结果是在#为小参数及"（ #）为小强度

噪声的情况下得到的，如果#不是一个小量，或者

"（ #）的强度较大，系统（"）的响应分析也是我们今后
进一步的工作 -
本文的方法对于其他类似的非线性碰撞系统也

适用，例如对于确定性谐和与随机激励联合作用下

的 9+5 :;< =>?@1233456振子
%A B $#$%·B % B#%" %& B#%$ %·$ %

# &C>D&# B#"（ #），% 8 !，

%·B # ) ’%·)，% # !， （&"）

也发现了系统的多解现象 - 对于不发生碰撞的稳态
解，可以用多尺度法求出系统在确定性谐和激励下

的响应，然后用摄动法和矩法研究随机扰动对于系

统响应的影响 - 而对于发生碰撞时的稳态解，可以
先用确定性非光滑系统的理论求出系统在确定性谐

和激励下的碰撞响应，然后同样用摄动法和矩法研

究随机扰动对于系统响应的影响 - 至于系统不同稳
态解之间迁移的详细过程，即系统吸引子的变化情

况可以用胞映射的方法进行研究 -
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