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研究了分数阶共轭 +,-.混沌系统的混沌行为，给出了分数阶共轭 +,-.系统存在混沌吸引子的必要条件 / 并
设计了一种传递函数的新电路单元用来实现分数阶共轭 +,-.混沌系统，利用 01234546#$$!电子工作平台进行了电
路实验仿真 / 数值模拟和电路实验仿真结果相符，证实了分数阶共轭 +,-.系统确实存在混沌现象和所设计电路
单元的有效性 /
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! ? 引 言

!B’*年，CA=-.<通过计算机仿真实现了第一个
混沌吸引子———CA=-.<吸引子［!］/ !BBB 年，+,-.等
利用反控制的方法发现了一种与 CA=-.<系统对偶的
混沌系统，称为 +,-. 系统［#］/ #$$# 年，CD 等相继
发现了 CD系统和连接以上三个混沌系统的统一混
沌系统［*，&］/ CA=-.<系统、+,-. 系统和 CD 系统有着
相似的动力学行为，但是它们并不是拓扑等价的 /
迄今为止，人们对现有的混沌系统进行了大量的理

论研究，其间，提出了 CA=-.< 系统族［&］和广义

CA=-.<规范型［%，’］/ 文献［)］提出了共轭 CA=-.<型系
统和一个统一的 CA=-.<型系统 / 近年来，分数阶混
沌系统引起人们广泛的兴趣和深入地研究，并在

+,1:’: 电路［(］、+,-. 系统［B，!$］、CD 系统［!!］、C41 系
统［!#，!*］和混沌电子振荡器［!&］中，通过数值仿真，发

现当系统的阶数为分数时，系统仍呈现混沌状态，

且更能反映系统所呈现的物理现象 / 以上研究成果
促进了混沌理论的研究以及分数阶微积分理论的发

展 / 共轭 +,-. 系统［)］是一个新型三维自治混沌系
统，属于共轭 CA=-.<型系统，对其分数阶系统的研

究具有重要的理论意义和实际价值 /
本文应用分数阶微积分理论，研究了分数阶共

轭 +,-.混沌系统 / 根据分数阶系统稳定理论，得到
了分数阶共轭 +,-. 系统存在吸引子的必要条件 /
基于波特图的频域近似方法，设计了实现分数阶

!E !!的新单元电路和分数阶共轭 +,-. 混沌系统电
路，并给出了数值模拟和电路实验仿真结果 /

# ? 分数阶共轭 +,-.混沌系统

共轭 +,-.混沌系统［)］的动力学方程为
"·F #! " G ## $，

$·F %" G &$ H "’，

’·F "$ G (’，

（!）

这里，#!，##，(，&，%" ) H 并且 & I
## %
#!
，取 #! F ##

F #，% F & G # 且 & I # 时，系统（!）可以写成
"·F #（" G $），

$·F（ & G #）" G &$ H "’，

’·F "$ G (’ /

（#）

当 # F #(，( F *，& F *%时，共轭 +,-.系统（#）有一
个典型吸引子，如图 !所示 /
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图 ! 共轭 "#$%混沌系统（&）典型吸引子（! ’ &(，" ’ )，# ’ )*）（+）$ , % 平面；（-）& , % 平面；（.）% , $ , &空间

现在，我们考虑分数阶共轭 "#$%混沌系统

/!$
/ ’! ’ !（$ , &），

/!&
/ ’! ’（ # , !）$ , #& 0 $%，

/!%
/ ’! ’ $& , "%，

（)）

这里，1 2!2 !，当 ! ’ &(，" ’ )，# ’ )*时，系统（)）
的三个平衡点和对应的特征值分别为

(1（1，1，1）："! ’ &3 45!56，

"& ’ , )! 45!56，") ’ , )；

(!，&（7 !& &!，7 !& &!，&(）："! ’ , &&8&6&&，

"&，) ’ 98!39! 7 !)8!9&& ) 4

根据文献［!*］，我们得到，(1 是指数为 !的鞍点，

(!，&是指数为 &的鞍点 4 若系统 $·’ *（ $）出现混沌，
则分数阶系统 /!$ :/ ’! ’ *（ $）仍保持混沌的必要条
件是平衡点的稳定性保持不变，也就是说系统指数

为 &的不稳定特征值"满足

; +<=（"）; 2 1 4*!!，
其中 +<=（"）表示特征值"的幅角 4 即

! > &
! ; +<=（"）;，

因此，分数阶共轭 "#$%系统存在吸引子的必要条件是

! > &
! ; +<=（"）;

’ &
!

+<.?+% ; @A（"）;
B$（"）

’ &
!

+<.?+% !) 4!9&&
9 4!39!

"1 45& 4
根据预估C校正法［!9，!5］，利用 D+?E+- 进行数值

模拟，!’ 186和!’ 185)时的模拟结果分别如图 &
和图 )所示 4 从图中可以看出，当! ’ 186 和! ’
185)，系统（)）处于混沌状态 4
若我们选取!’ 185!，则分数阶共轭 "#$%系统

是非混沌的，指数为 &的鞍点变为稳定点，数值模
拟结果如图 3所示 4

图 & !’ 186时的分数阶共轭 "#$%系统的吸引子
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图 ! !" #$%!时的分数阶共轭 &’()系统的吸引子

图 * !" #$%+时的分数阶共轭 &’()系统的非混沌状态

!$ 分数阶共轭 &’() 混沌系统的电路
实现

在分数阶微积分的研究过程中，对微分和积分

概念提出了许多种定义，但在应用研究中使用较多

的是 ,-(./))01-234-55(（,01）定义，,01微分定义为
6!!（ "）
6 "! " +

"（# 7!）
6#

6 "#!
"

#

!（#）
（ " 7#）!7 #8+ 6#，（*）

其中"（·）为 9/../函数，# 7 +"!: #，!为分数，
# 为整数 ; ,01分数阶微分的拉氏变换为

$ 6!!（ "）
6 "{ }! " %!$｛!（ "）｝7#

#7+

& " #
%& 6!7+7 &!（ "）

6!7+7[ ]&
" " #

;

（<）
若时域函数 !（ "）的初始值均为零，则（<）式可表示为

$ 6!!（ "）
6 "{ }! " %!$｛!（ "）｝; （=）

由此!阶的分数阶积分算子可转化到频域计算，传
递函数为 ’（ %）" +> %! ;由于分数阶微积分的标准定
义不能在时域中直接进行分数阶算子的运算，文献

［+?］提出了一种基于波特图的频域近似方法，应用
这种方法，文献［+@］推导出 +> %!（! " #$+—#$@，步
长为 #$+）的近似式（误差 A 6B），文献［A#］推导出
+> %#$@<的近似式（误差 + 6B）; 本文的传递函数电路
单元采用文献［+@，A#］中 +> %!的近似式进行设计 ;

根据电路理论，图 <中 ( 与) 之间等效电路的
复频域可以实现文献［+@，A#］中 +> %! 的近似式（!"
#$+—#$@，步长为 #$+及!" #$@<）;
选取!" #$@为例设计传递函数单元电路并对

分数阶系统（!）进行电路实验仿真 ; 根据文献［+@］，
可知 +> %#$@的近似式为

+
%#$@ " A;A=%<（% 8 +;A@A）（% 8 A+<;*）
（% 8 #;#+A@A）（% 8 A;+<*）（% 8 !<@;*）;（%）

图 < 分数阶 +
%!
的单元电路

图 = 分数阶 +
%#$@
的单元电路

当!" #$@时，电路单元如图 =所示 ; 图 =中 (
和 ) 之间的传递函数*（ %）为
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其中 $& 为单位参数，令 $& ! "!(，%（ "）! !（ "）·

$& !
"
"&)* )
将（’）式与（+）式相比较，可得图 ,所示电

路单元的电阻电容值为 #" ! ,% ) "& -"，## ! " ) .*’
-"，#% ! & ) &".’" -"，$" ! &/00"&!(，$# ! &/0’+&

!(，$% ! &/#*%+!()同理，当! ! &/"—&/’（步长为

&/"）和!! &/*.时，可以得到分数阶 "
"!
的电路单元

电阻、电容值分别如表 "，表 #所示 )

根据分数阶
"
"!
的电路单元，运用电路理论和文

献［#"，##］的电路设计方法，我们设计了实现 #/+阶
分数阶共轭 1234混沌系统的电路，如图 +所示 ) 其

中，56,%%是乘法器，7-+0" 为运算放大器，#" !
,%/"& -"，## ! "/.*’ -"，#% ! &/&".’" -"，$" !
&/00"&!(，$# ! &/0’+&!(，$% ! &/#*%+!(，#0 ! #.

! "& 8"，#, ! #’ 8"，#+ ! #". ! #"+ ! "&& 8"，#’ !
#". ! " 8"，#* ! "0/% 8"，#"& ! "& 8"，#"" ! #/’,
8"，#"% ! #"0 ! #"* ! ##& ! "& 8"，#"’ ! %%/% 8")利
用 -9:;<=<> #&&"对 #/+阶分数阶共轭 1234混沌系统
进行电路仿真，得相图如图 ’所示 )由于 -9:;<=<> #&&"
电子工作平台采用的是实际电路元件模型，所以其

仿真实验与实际实验应该是基本符合的 ) 由图 ’和
图 #可以看出，电路实验仿真结果与数值模拟结果是
基本相符的 )所以电路实验仿真结果是有效的 )

表 " 分数阶 "
"!
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表 # 分数阶 "
"!
电路单元电容值（# ?@）
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图 ! "#!阶分数阶共轭 $%&’混沌系统的电路原理图

把图 !中的!( )*+的单元电路换用!( )*!的
单元电路对 "#,阶分数阶共轭 $%&’系统进行电路
仿真，结果如图 +所示，表明系统处于非混沌状态 *

通过上述理论分析和仿真实验验证，证实了分

数阶共轭 $%&’系统中的确存在混沌，存在混沌的
最低阶为 "#,+# 且能用分数阶电路来实现 *

图 - "#!阶分数阶共轭 $%&’混沌系统的 ./012324")),实验仿真相图

图 + "#,阶分数阶共轭 $%&’系统的 ./012324")),实验仿真相图（非混沌状态）
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!" 结 论

本文研究了分数阶共轭 #$%&系统中的混沌行
为，得到了分数阶共轭 #$%&系统存在吸引子的必
要条件 ’ 基于波特图的频域近似方法，设计了新的
单元电路实现了分数阶共轭 #$%& 混沌系统 ’ 所设

计的分数阶单元电路中的电容值较已有单元电

路［()，((］中的电容值小，易于集成，工程上具有较高

的实用价值 ’ 数值模拟和电路实验仿真结果证实了
分数阶共轭 #$%&系统中确实存在混沌和所设计电
路单元的有效性 ’ 此外，本文所提出的电路单元具
有普适性，可用于其他分数阶混沌系统和超混沌系

统的电路实现当中 ’
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