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考察了随机脉冲微分系统的 ! 阶矩稳定性问题，在更符合脉冲系统一般假设的情况下，建立了条件更弱的随
机脉冲微分系统 ! 阶矩稳定性判定定理 *并应用该判定定理，考察了参激白噪声作用下 +,-./0系统的脉冲同步问
题，证明了同步误差系统的 ! 阶矩稳定性，从而说明在 ! 阶矩的意义下，两个系统是可以用脉冲方法实现同步的 *
数值模拟验证了随机 +,-./0系统脉冲同步的可行性 *
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! > 引 言

近年来，脉冲系统的研究方法引起了众多学者

的注意［!—!%］，成为当前的研究热点之一 * ?56/,@等［!］

在脉冲系统的研究中作出了开创性的工作，提出了

脉冲微分方程的基本概念和一些基本的研究方法 *
A5/B等［#—&］着重研究了利用脉冲来控制混沌以及实
现脉冲同步，通过脉冲系统的稳定性比较定理来判

断系统的稳定性，从而为脉冲控制及同步奠定了理

论基础，大大推动了脉冲微分方程的发展 *罗润梓［1］

研究了一类新混沌系统的脉冲同步与控制 *但是，据
作者所知，大多数研究集中于确定性脉冲系统，而对

于随机脉冲系统的研究，尚处于一个起始阶段 *我们
知道，随机现象存在于现实生活的每一个物体，每一

个事件中，所以加强对随机脉冲微分系统的研究显

得很有必要 *
对于随机脉冲微分系统，A5/B等［$］研究了一类

时滞随机脉冲微分系统的 ! 阶矩稳定性问题，提出
了判断时滞随机脉冲微分系统 ! 阶矩稳定性的判

别准则 *CD等［!%］研究了一类具有跳跃的随机微分
系统的 ! 阶矩稳定性问题，并给出相应的判别定
理 *本文将在以上文献的基础上，考察了随机脉冲微
分系统的稳定性问题，在更符合脉冲系统一般假设

及较弱的定理条件下，尝试建立随机脉冲微分系统

! 阶矩稳定性的判别定理，并用该判别定理判断随
机 +,-./0系统的同步误差系统的 ! 阶矩稳定性，从
而判断是否能实现脉冲同步，并通过数值模拟验证

该方法的可行性 *

# > 基础知识和重要引理

首先介绍一些符号的含义，E" 表示 " 维欧氏空
间，"·"表示 E" 中的欧几里德模 * #" F $表示 " 行

$列的矩阵，# G H｛%：%# #，%$%｝，#&%
H｛&：&#

# G，&$ &%｝，’!，#（#&%
F #"，# G）表示对第一个变量

一阶连续可导，对第二个变量二阶连续可导的非负

函数族 *
考察如下参激白噪声作用下的脉冲微分系统：
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!!（ "）" #（ "，!（ "））! " # $（ "，!（ "））!%（ "）， " !!&，

!! $ " "!&
" ’（ &，!）" !（!#

& ）% !（!%
& ）， " "!&，

!（ " #&）" !&， & " &，’，(，⋯，

（’）

其中，#（·，·）"(［)"&
) )*，)*］，$（·，·）"(［)"&

)

)*，)* ) +］，%（ "）是 + 维标准 *+,-,. 过程，记" "
｛!&：& " ’，(，⋯，"& "!& /!’ /!( /⋯ /!& /!& # ’ /
⋯｝，0+1

&#2
!& " # 2，其中的!& 表示脉冲发生时刻 3且

假设 #（ "，&）" &，$（ "，&）" &，’（ "，&）" &，则系统（’）
有平凡解 3在本文中，总假设存在唯一的随机过程
!（ "）满足系统（’），且 !（ "）左连续，即 !（!%

& ）"

0+1
"#!& % &

!（ "）" !（!&），且每一点处右侧极限存在，即

!（!#
& ）" 0+1

"#!& #&
!（ "）3

定义 ! 设 , 4 &，则系统（’）的平凡解称为是 ,
阶矩稳定的，如果对任意#4 &，存在$ 4 &，使得当

$!&$ , /$时，有 -（$!（ "）$ ,）/#，" 4 "& 3
定义 " 对于任意 .（ "，!）" (’，(（ )"&

) )*，

) #），定义算子 /：)"&
) )*#) 如下：

/.（ "，!）" ."（ "，!）# .!（ "，!）#（ "，!）

# ’
( 5.67,（$8（ "，!）.!!$（ "，!）），

其中

."（ "，!）"".（ "，!）
"" ，

.!!（ "，!）" "
( .（ "，!）
"0&"0( )

1 *) *
，

.!（ "，!）" ".（ "，!）
"0’
，".（ "，!）
"0(
，⋯，".（ "，!）

"0( )
*

3

定义 # 称随机微分系统
!2（ "）" #（ "，2）! " # $（ "，2）!%（ "），
2（ "&）" 2&

（(）

为系统（’）的伴随系统 3其中 " 4 "&，#，$ 与系统（’）
的相同 3
引理 ! 对于系统（(），如果存在 .（ "，2）"(’，(

（)"&
) )*，) #）使得

’）存在 & / 3’ / 3(，使得 3’$2$ ,%.（ "，2）%
3($2$ , 3

(）存在% 4 &，&：)"&#)，使得当 -（$2（ "）$,）

/%及 " 4 "& 时有

-（/（.（ "，2）））%&（ "）-（.（ "，2））3

记&#（ "）" 169｛&（ "），&｝，则对任意给定的 4")"&
，

$ /
3’
3(%

,9:（%&
"

"&
&#（ 5）! 5），

当$2&$ , /$时有

-（.（ "，2））/ -（.（ "&，2&））,9:（&
"

"&
&（ 5）! 5）

" .（ "&，2&）,9:（&
"

"&
&（ 5）! 5），

其中 ""［ "&，4］3
该引理的证明参看文献［’&］中引理 ’的证明 3
注：由条件 2 #

"&
" 2&，知引理 ’ 对任意 ""（ "&，

4］也成立 3

; < 随机脉冲微分系统的 , 阶矩稳定性

下面考察随机脉冲微分系统（’）的 , 阶矩稳定
性，并建立在参激白噪声作用下脉冲微分方程 , 阶
矩稳定性的判别定理 3
定理 ! 对随机脉冲微分系统（’），若存在

.（ "，!）"(’，(（)"&
) )*，) #）使得

’）存在 & / 3’ / 3(，使得 3’$!$ ,%.（ "，!）%
3($!$ , 3

(）存在%’ 4 &，&’：)"& # )，6 4 & 使得

&
!&#’

!&
&#

’（ 5）! 5 % 6， & " &，’，(，⋯

且当 -（$!（ "）$ ,）%%’ 时有

-（/（.（ "，!（ "））））%&’（ "）-（.（ "，!（ "））），

" " )"&
=" 3

;）存在%( 4 &，&(："#) #，使得当 -（$!（!&）$,）

%%( 时，有

-（.（!&，!（!#
& ）））%&(（!&）-（.（!&，!（!&））），

& " &，’，(，⋯
其中

7&#（!&）" 169｛7&（!&），&｝，

7&（!&）" 0-（&(（!&））#&
!&#’

!&
&#

’（ 5）! 5 3

对 & " &，’，(，⋯
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则系统（!）的平凡解是 ! 阶矩稳定的 "
证明 取!# $%&｛!!，!’｝，对任意"，设 ( )"!

"!
"’!
，容易看出"!!"取

# #
"!
"’"

*+, - # -"
./

$ # (

%$.（%$( )），

易见，#与 &( 无关，且#!
"!
"’!

*+,（ - #）"

由#
%$.!

%$
$.

!（ ’）0 ’! #，知对任意的 &$［ &(，%!］，

有#!
"!
"’!

*+, -#
&

&(
$.

!（ ’）0( )’ "

所以当%((% ! )#时，由引理 !知对任意 &$
［ &(，%!］有

)（*（ &，(（ &）））!*（ &(，((）*+,#
&

&(
$!（’）0( )’

!*（ &(，((）*+,#
&

&(
$.

!（’）0( )’
!*（ &(，((）*+,#

%!

&(
$.

!（’）0( )’ "（1）

由 "!%(% !!*（ &，(）! "’%(% !，知道

(!*（ &(，((）! "’%((% ! ! "’#

# "’·
"!
"’"

*+, - # -"
./

$ # (

%$.（%$( )）

# "!"*+, - # -"
./

$ # (

%$.（%$( )）， （2）

由 (!#
%$.!

%$
$.

!（ ’）0 ’ ! # 知

*+,#
%!

%(
$.

!（ ’）0( )’ ! *+,（#）" （3）

将（2）式与（3）式相乘，结合（1）式得到

)（*（ &，(（ &）））! "!"*+, -"
./

$ # (

%$.（%$( )）

! "!"*+, -"
./

$ # !

%$.（%$( )）

! "!"" （4）

由 "!%(% !!*（ &，(）知 "! )（%(% !）!)（*（ &，

(））! "!""即对任意"5 (，存在#，当% ((% !!#
时，)（%(（ &）% !）!""即在 &$［ &(，%!］时，(（ &）是

! 阶矩稳定的 "由条件 1），以及（4）式，知道
)（*（%!，(（%.

!）））!$’（%!）)（*（%!，(（%!）））

!$’（%!）"!"*+, -"
./

$ #!

%$.（%$( )）

# "!"*+, 6&（$’（（%!）））-"
./

$ #!

%$.（%$( )）

# "!"*+, %$（%!）-#
%’

%!
$.

!（’）0’ -"
./

$ #!

%$.（%$( )）
!"!"*+, %$.（%!）-#

%’

%!
$.

!（’）0’ -"
./

$ #!

%$.（%$( )）
# "!"*+, -#

%’

%!
$.

!（’）0’ -"
./

$ #’

%$.（%$( )）， （7）
且由（7）式还可以得到

)（*（%!，(（%.
!）））! "!"*+, -#

%’

%!
$.

!（ ’）0( )’ "

（8）
则由 "! )（%(（%.

! ）% !）!)（*（%!，(（%.
! ）））知

)（%(（%.
!）% !）!"*+, -#

%’

%!
$.

!（ ’）0( )’
)

"!
"’!

*+, -#
%’

%!
$.

!（ ’）0( )’ ，
由引理 !，知对任意的 &$（%!，%’］，有

)（*（&，(（&）））!)（*（%!，(（%.
!）））*+,#

&

%!
$!（’）0( )’

!)（*（%!，(（%.
!）））*+,#

&

%!
$.

!（’）0( )’
!)（*（%!，(（%.

!）））*+,#
%’

%!
$.

!（’）0( )’ "（9）

结合（8）式可得

)（*（ &，(（ &）））! "!"*+, -"
./

$ # ’

%$.（%$( )）! "!""

同样由 "!%(% !!*（ &，(）! "’%(% ! 知道，

"! )（%(（ &）% !）!)（*（ &，(（ &）））! "!"，即对任意

&$（%!，%’］，有 )（%(（ &）% !）!"，从而 (（ &）在 &

$（%!，%’］是 + 阶矩稳定的 "
重复以上步骤即可证明定理 ! "
作为该定理的应用，下面考察参激白噪声作用

下 :;<*&=系统的脉冲同步问题 "

2 > 参激白噪声作用下 :;<*&=系统的脉
冲同步

参激白噪声作用下的 :;<*&=系统可以表示为

,·# -&, .&- .’,
0.&

0 & ，

-·# /, - - - ,0 .’-
0.&

0 & ，
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!·! "# " $! #!!
$%&

$ & ，
（%&）

其中的"，’，$，!为非负参数，%& 为标准 ’()*)+过程 ,

当"! %&-&，’ ! ./，$ ! /
0，!! &-&%时，12+)*3系统为混

沌状态，画出此时的相图和时间历程图，如图 %所示 ,

图 % 系统（%&）的相图和时间历程图 （4）相图；（5）时间历程图（ "表示变量 " 的时间历程图；—·—表示变量 # 的时间历

程图；6666表示变量 ! 的时间历程图）

在脉冲同步中，驱动系统为（%&）式，设响应系统
变量为!( !（""，"#，"!）7，则响应系统可表示为

""
·! """" #""# #!""

$%&

$ & ，

"#
·! ’"" ""# """"! #!"#

$%&

$ & ，

"!
·!"""# " $"! #!"!

$%&

$ & , （%%）

在离散时刻#)，) ! %，.，⋯，驱动系统的变量传递到
响应系统，从而使响应系统的变量在这些时刻发生

突变，在这种情况下，响应系统的脉冲微分方程可以

表示为

""
·! """" #""# #!""

$%&

$& ，

"#
·! ’"" ""# """"! #!"#

$%&

$& ， & ##)，

"!
·!"""# " $"! #!"!

$%&

$& ，

!!( 8 & !#)
!!(#

#)
"!(#)

! " *+， ) ! %，.，⋯，

（%.）

其中 * 为一个 0 9 0矩阵 ,设 + !（ +"，+#，+!）7 !（" "
""，# ""#，! ""!）7 为同步误差，则脉冲同步的误差系
统可以表示为

+·" ! ""+" #"+# #!+"
$%&

$& ，

+·# ! ’+" " +# " +"+! #!+#
$%&

$& ， &##)

+·! ! +"+# " $+! #!+!
$%&

$& ，

!+ 8 & !#) ! +#
#)

" +#) ! *+， ) ! %，.，⋯,

（%0）

下面利用定理 %考察系统（%0）的 , 阶矩稳定性
问题 ,
取 -（ &，+）! +." # +.# # +.!，容易验证，定理 %的

%）满足，且
.（/（-（ &，+）））! .（" ."+." # .+"+#（" # ’）

" .+.# " .$+.! #!
.（+." # +.# # +.!））

$.（（’ "" #!
.）+."

#（" # ’ " . #!
.）+.#

#（!
. " .$）+.!）,

取

$%（ &）! :4;｛8 ’ "" #!
. 8，

8" # ’ " . #!
. 8，

8!
. " .$ 8｝，

及 0 !$%（ &）%，有%
#)#%

#)
$#

%（ 1）$ 1$ 0，对 ) ! &，%，.，

⋯，从而

.（/（-（ &，+）））$$%（ &）.（-（ &，+）），& & 2&&
<&，

.（-（#)，+ #
#)
））! .（ +7（ 3 # *）7（ 3 # *）+）

$$.（ &）.（-（ &，+）），) ! &，%，.，⋯

其中 3 为 0 9 0单位矩阵，$.（ &）为矩阵（ 3 # *）7（ 3 #

*）的最大特征值 ,所以定理 %的条件 0）成立 ,由定
理 %知道，随机脉冲微分系统（%0）是 , 阶矩稳定的 ,
为验证脉冲同步方法的可行性，取" ! %&-&，’

! ./，$ ! /
0，!! &-&%，4 ! " %-=>，并取
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! ! !" !
# "$%& ’ ’

’ # ’$" ’
’ ’ #









’$"
，

画出系统（"(）的时间历程图，如图 )（*）所示，在上
述参数取值下，再取

! ! !) !
# "$%& ’ ’

’ ’ ’
’ ’ #









’$"
，

画出系统（"(）的时间历程图，如图（)）（+）所示 ,其中
—线表示 "# 的时间历程图，—·—线表示 "$ 的时间

图 ) 系统（"(）的时间历程图 （*）中 ! ! !"；（+）中 ! ! !)

历程图，----线表示 "% 的时间历程图 ,从图中可以看
出，在 & 阶矩的意义下，系统（""）和系统（")）是同
步的 ,

& $ 结 论

本文在较弱的条件下建立了判定随机脉冲系统

& 阶矩稳定性的判定定理，该定理比文献［%］更符合
脉冲系统一般假设条件 ,作为应用，考察了两个
./0123系统在 & 阶矩意义下的脉冲同步问题，证明
了同步误差系统的 & 阶矩稳定性，从而说明在 & 阶
矩的意义下，两个系统是可以同脉冲方法实现同步

的 ,数值模拟结果显示了随机微分系统脉冲同步的
可行性 ,

［"］ .*456784*296*7 :，;*82/< = =，>871/2/< ? > "@A@ ’(")*$ )+
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