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提出悬浮颗粒质量子集的概念，并将其推广为与计数测量信号幅度档对应的等效质量子集概念 (根据统计学
原理，进一步建立了悬浮颗粒质量子集颗粒平均体积的分形测度模型 (基于悬浮颗粒群不同质量子集的几何形貌
结构分布具有统计自相似性的特征，推导出计数法颗粒质量测量中与信号幅度档对应的颗粒等效质量计算公式，

建立起计数法悬浮颗粒质量测量的基础理论模型 (
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# : 引 言

在目前通行的悬浮颗粒测量理论及实验研究

中，一般都采用“等效粒径”这一概念作为描述颗粒

大小的线度参数，其定义是［#，"］：当被测颗粒的某种

特性与某一直径的同质球体相当时，就把该球体的

直径称为该颗粒的等效粒径 (而悬浮颗粒都是不规
则的，对于质量相同几何形状不同的颗粒在不同测

量方式下会有不同的等效粒径［"］(因此，仅从颗粒的
等效粒径参数来描述颗粒的大小是不够完备的 (究
其本质，是因为传统的对颗粒的研究模型是建立在

欧氏几何的理论基础上 (欧氏模型绝大多数是线性
模型，而现实中的悬浮颗粒其形貌均是不规则的，因

此很多问题无法或很难用欧氏几何的方法来解决 (
;/3<=12>4?于 #%@) 年提出的分形理论［+］，为研

究用传统的数学方法不能描述的颗粒大小和形状分

布提供了全新的数学手段和理论基础 (根据分形几
何学，对于大自然创造的复杂的真实物体，其不具有

特征长度，通常采用迭代语言对它进行描述［&］(随着
分形理论在破碎及颗粒学中的应用，在国内外文献

中已有大量相关的报道［)—%］(而上述这些研究大多
是从煤粉的破碎过程来说明颗粒的大小分布和形状

具有分形结构，并以此作为分形特性的观测基础，并

没有给出颗粒测量结果具有分形结构的理论基础 (
文献［#$］中报道了光散射计数法测量悬浮颗粒

物质量的一种新计算方法，该方法使用了两个标定

参数 !A 和!（!A 为仪器的灵敏度系数，!为光散射
等效截面分形维数），由这两个参数得到第 " 个计数
通道对应的单颗粒平均质量#" (对于悬浮颗粒物，被

实验证明在 $—) .B的浓度范围内与标准仪器的测
量结果符合得很好 (该计算方法给出了一种新的思
路分析，但没有进行深入的理论研究，还需要从物理

模型和测量理论的角度研究分形维数参数!的
本质 (
针对上述存在的问题，本文提出悬浮颗粒质量

子集概念 (根据统计学原理，分析颗粒测量结果具有
分形特征的理论基础，建立悬浮颗粒计数信号等效

体积的分形测度模型 (基于悬浮颗粒群不同质量子
集的几何形貌结构分布具有统计自相似性的特征，

推导出计数法颗粒质量浓度测量中与信号幅度档对

应的颗粒等效质量计算公式，建立起计数法悬浮颗

粒质量测量的基础理论模型 (

" : 悬浮颗粒群质量子集概念

无论悬浮颗粒个体有多少种类的不同特征，其

中质量是最基本的 (颗粒质量越小，在空中的平均悬
浮时间就越长，所以颗粒质量大小直接影响颗粒的

动力学特性；形貌相同的颗粒，质量越大几何线度越

大，颗粒线度不同在测量中的影响也明显不同 (
随机过程产生的同质量颗粒的几何形状可以有
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很大差别，一般颗粒群并不存在趋于一致的形状概

念［!］"任何颗粒群 ! 能够根据颗粒质量" 的大小顺
序进行分类，从而将颗粒群分成不同质量级别的颗

粒“质量子集”!（"）"单颗粒的质量 " 显然与颗粒
测量过程无关 "与“线度”相比而言，用 " 定义颗粒
大小，概念将更加明确 "在颗粒测量领域中常用的
“标准粒子”———聚苯乙烯颗粒球实质上是颗粒质量

子集的一个特例 "
由同质量颗粒组成的子集 !（"）将具有很复杂

的“几何参数”结构 #"（ $），正是颗粒群几何参数的

粒子数分布 !（#$）构成了各种颗粒测量方法的度

量基础 "考虑到颗粒产生的随机性，相邻质量子集内
部几何结构具有一定的相似程度［#］"子集的质量差
异越小，这种几何相似度越高 "悬浮颗粒群质量子集
中颗粒个体的形貌差异虽然比较明显，但子集中颗

粒数的几何参数分布 !"（#$）却比较稳定 "子集中

的颗粒数目 !（"）越大，这种颗粒数 #$ 分布的稳定

性也越高 "由于悬浮颗粒质量测量都是统计性测量，
所以颗粒质量子集的颗粒数统计分布在颗粒质量测

量中具有重要理论意义和应用价值 "
颗粒群两个基本参数分别为颗粒群总质量 %

和颗粒总数! " % 与悬浮颗粒群所占空间体积 &! 的

比一般称为质量浓度 ’ $ % %&! "设颗粒群按质量子

集的质量大小顺序划分成 ( 个区间，每个区间的颗
粒数为 !)，质量子集 !) 的颗粒平均质量为")（质量

是属性，平均质量是该属性的度量结果）"则 % 可表
示成

% $ !
(

) $ &
!) ") " （&）

定义颗粒数质量概率密度函数 *) 为比值 !) %!

的数学期望，即 *)" ’()
!#*

!)

! "显然悬浮颗粒质量可以

表示成

% $ !!
(

) $ &
*) ") " （+）

由于悬浮颗粒太小，颗粒质量 " 和")都难以直接测

量 "但可通过一定的物理学方法 +（"），测量颗粒对
应的信号档 +，再由信号档数分布 ,（ +）、与 + 对应
的平均颗粒质量"+应用（&）式或（+）式计算悬浮颗粒

质量浓度 "原理上，,（ +）可以看成是 "+ 的数分

布 ,（"+），称之为广义的颗粒数等效质量分布函数 "
则有

% $ !!
+),-

+ $ +)(.

*+ "+

$ !
+),-

+ $ +)(.

,（+）"+， （/）

（/）式即为颗粒质量浓度测量更基础的原理 "

/ 0 颗粒体积及等效粒径参数

除了质量参数外，颗粒的另一个基本特征参数

是体积 "颗粒的体积 & 定义为颗粒外表面所包围的
空间大小，比值 "%& 为颗粒的密度!"对确定密度的
颗粒，可由颗粒体积计算出颗粒质量 "颗粒体积显然
与“线度”有关，在颗粒测量领域中，常用“等效粒径”

概念来描述颗粒线度 "等效粒径 # 的原意为：与颗

粒体积相等的球半径，即有 ###&"
/ /&
1$!"

悬浮颗粒形貌不规则，其体积难以直接测量，实

用中是通过具有几何线度效应的测量方法 #（+）获
得与颗粒数相关的信号数分布 ,（+），进而计算颗粒

体积 & $ ! ,（&)）&) "而颗粒的形貌结构对几何线

度效应 #（+）影响很大 "常用的颗粒等效粒径数分
布测量方法有［/］：筛分法，通过相同筛孔 # 档的颗
粒数分布 ,（#）；库尔特法，产生相同电脉冲幅度 -
档的颗粒数分布 ,（-）；光散射法，产生相同散射光
幅度 . 档的颗粒数分布 ,（.）；空气动力学方法，产
生相同动力学稳定速度 / 档的颗粒数分布 ,（/）"
由于颗粒形貌不同和测量系统具有随机性，测

量信号与颗粒质量没有一一对应关系 "颗粒质量测
量要解决的原理性问题就是确定与测量信号第 $ 档
对应的颗粒平均质量"+（ $），再通过（/）式计算颗粒

质量 "对于不规则单颗粒而言，质量与体积成正比 "
但根据非欧氏几何学，颗粒的体积 & 用线度 # 的更
高维尺度#"进行度量 "对于规则几何体，维数" $
/，对不规则几何体，线度维数满足 / 2"2 +"即一般
情况下，用测量线度表示颗粒体积 &%#" 中的维数

"为非整数 "

1 0 悬浮颗粒计数信号等效体积的分形
测度

设颗粒测量信号幅度 + 与颗粒线度 #（ +）单调
相关，$ 为依信号幅度 + 大小的排序记号，颗粒对应
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的最大信号幅度为 !"!"#
，最小信号幅度为 !"!$%

&定

义测量结果出现在第 " 个信号幅度档中的概率

为#［ "（!）］! ’$!
$(")

%［ "（!）］
$( ，$( 代表测量总次数，

%［ "（!）］为测量输出 $(个信号中幅度落在第 " 个信
号幅度档中的次数 &可见，能够用 #［ "（!）］描述测量
过程 &由于信号幅度与测量线度 &（!）相关，测量结
果能够用对应的 &"!"#

，&"!$%
和概率 #［ "（&）］描述（对

于颗粒筛分测量方法，! 即为 &）&显然，颗粒的各类
“测量线度”定义为相应测量线度的数学期望

&! * #
"!"#

" * "!$%

&!" #［ "（&）］& （+）

对于单颗粒而言，与测量线度 &" 对应的“一次

测量体积”’ 可以表示成
’ $ (!’&!’" ， （,）

其中 (!’是与测量方法 !、体积量纲相关的系数，!’

是颗粒非规则几何特性对应的形貌参数 &设"" 是以

测量线度 (!’&!’" 为单位的颗粒体积测量比值，根据
（+）式，单颗粒测量体积为

%’ * ’$!
$(")

-
$(#

$(

( * -
(!’"(&!’[ ](

* (!’#
"!"#

" * "!$%
""&!’" #［ "（&）］& （.）

由于颗粒体积为可测量值，故存在一个确定的

测量线度 &!’! &&!’" ，满足 &!’! ! #
"!"#

" * "!$%
""&!’" #［ "（&）］，

则 &!’! 可作为该颗粒的最佳体积形式 &取无量纲变
量#"!&" /&!，相似函数 #［ "（#）］" #［ "（&）］，则有

#
"!"#

" * "!$%
""#

!’" #［ "（#）］!-，该归一化关系式是颗粒测量

体积与具体测量方法无关的约束形式 &至此可得颗
粒测量体积为

%’ * (!’&!’! #
"!"#

" * "!$%
""#

!’" #［ "（#）］

* (!’&!’! ， （0）

&! 是根据颗粒固有几何形貌定义的与测量方法有

关的归一化线度最佳单位，#" 是以 &! 为基准的测

量线度相对值 &（0）式表明，颗粒几何特性能够通过
测量方法 &（!）反映出来 &
质量（同体积）子集定义的本质是：对于确定的

一个颗粒集合，任意颗粒在规定的测量方式 &（ !）
下具有等价的测量体积 &设质量子集 $) 的最大测

量信号幅度为 !")，!"#
，最小信号幅度为 !")，!$%

，测量信

号数分布概率函数定义为

#$)［ "（!）］!
-
$)

’$!
$(")

-
$(#

$(

( * -
%［ "（!(）］，（1）

式中 %［ "（!(）］为 $(组测量中，每组 $) 次随机选取

子集中的任何个体，出现信号落在第 " 个信号幅度
档的平均次数 &同理对于子集 $) 的测量结果，对应

有最大测量线度 &")，!"#
、最小测量线度 &")，!$%

和与信

号数 分 布 相 似 的 测 量 线 度 概 率 分 布 函 数

#$)［ "（&）］&

任意颗粒的一次测量体积为 ’$)$ (!’&!)" ，!)

是颗粒子集$) 非规则几何特性对应的整体形貌参

数 &设"" 是以 (!’&!)" 为单位的颗粒体积测量值，子集
中的单颗粒测量体积为

’$)
* ’$!

$(")

-
$)$(#

$)$(

( * -
(!’"*&!)[ ](

* (!’ #
")，!"#

" * ")，!$%
""&!)" #$)［ "（&）］& （2）

由于子集中各颗粒的“体积”被定义为是相同的、可

以用 &（!）方法测量的，故存在一个确定的测量线

度 &!)$) & &!)" ，满足 &!)$) ! #
")，!"#

" * ")，!$%
""&!)" #$)［ "（&）］&且

以 &$)
为测量线度的单位，可定义一组无量纲系数

#" ! &" /&$)
来描述任意测量结果 & 取与函数

#$)［ "（&）］相似的分布函数 #$)［ "（#）］，则有关系式

#
")，!"#

" * ")，!$%
""&!)" #$)［ "（#）］! - &由此可给出质量子集中

颗粒的测量体积与测量线度对应的最佳表示式为

’$)
* (!’&!)) &

对于质量不同但整体形貌结构相似的质量子集

$+)，子集形貌参数满足!+) *!) *!!，则有

+) *$(!’&
!+)$+)

*$(!’&
!)$+)

*$(!’（,&$)
）!)

* ,!)$(!’&
!)$)

* ,!! )， （-3）
即两个几何形貌相似的质量子集的测量线度系数 ,
与质量系数+的关系为, * +-/!! &对于由形貌结构相
似的子集组成的一般颗粒群 $，其总体积 ’$为所有
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颗粒体积之和 !" ! !
"

# ! "
!# #由于所有颗粒的体积原

理上均能够测量，则用颗粒测量体积计算颗粒群体

积时有

!" ! !
$%，$%&

$ ! $%，$’(
!
"（ $）

& ! "
&’!!$&("’$

! &’! !
$%，$%&

$ ! $%，$’(

("’$ !
"（ $）

& ! "
!$&

! "&’! !
$%，$%&

$ ! $%，$’(

("’$
!
"（ $）

& ! "
!$&

" ， （""）

!
"（ $）

& ! "
!$& 为测量线度为($ 时对应第 $档中"（ $）个信号

测量值之和 #对于颗粒群 " 的实际测量信号，如果
用颗粒测量体积和信号计数值表示颗粒总体积，根

据平均值的计算公式则有唯一的形式

!" ! &) !
$%，$%&

$ ! $%，$’(

("’$ )［ $（’）］

! "&) !
$%，$%&

$ ! $%，$’(

("’$ *（ $）， （"*）

其中 *（ $）!!
#
*#（ $），*#（ $）为颗粒群 "中、第 #个质

量子集 "# 内的颗粒落入第 $个信号计数档的信号出
现的概率 #比较（""），（"*）两式，从量纲关系上看必
然有 &’! ! &)，且有信号档对应的计数概率为 *（ $）

" !
"（ $）

& ! "
!( )$& +"，信号档对应的颗粒等效体积为!$ !

&’!("’$ #则颗粒群总体积可表示为

!" ! !
$%，$%&

$ ! $%，$’(

)［ $（’）］!$

! !
$%，$%&

$ ! $%，$’(

)［ $（’）］&’!("’$ # （",）

（",）式给出了与悬浮颗粒计数信号幅度档对应
的等效体积分形测度 #由此可得颗粒总质量为

% ! !
$%，$%&

$ ! $%，$’(

)［ $（’）］#&’!(
"’$

! !
$%，$%&

$ ! $%，$’(

)［ $（’）］+$， （"-）

（"-）式中+$ !#&’!(
"’$ 即为计数法颗粒质量测量中信

号档平均质量的计算公式 #该公式中 ($［ $（ ’）］可以

从理论计算，)［ $（’）］为测量计数值，&’!由单位制确

定，密度则可以通过对材料特性的分析获得 #只有反
映颗粒群整体形貌特征的参数"’ 需要通过测量标

定，其数值不仅与颗粒群相关，也和测量方法密切相

关，从而建立了计数法悬浮颗粒质量测量的基础理

论模型 #可以看出，（"-）式与（,）式形式一致，且（"-）
式给出了在仅考虑颗粒形貌不规则特性对测量结果

影响的情况下，（,）式中平均颗粒质量 +’的计算

公式 #

. / 实验验证

在颗粒质量测量的众多方法中，光散射法以其

测量速度快、精度高得到了广泛的应用，因此此处以

光散射法为例给出上述模型的实验验证 #在文献
［""］中，作者通过实验方法验证了粒子计数器测量
悬浮颗粒物的质量计算公式为

% ! &,!
-

$ ! "
)［ $（.）］."$ ! !

-

$ ! "
)［ $（.）］+$，

（".）
其中 . 表示电压通道的相对中值电压，)［ $（ .）］为
粒子计数器测量的第 $ 个电压通道内的信号脉冲
数，+$ ! &,."$ 为第 $ 个电压通道内的平均质量 #可
以看出，（".）式和（"-）式形式完全一样，但是（".）式
中的分形维数的对象为电压，而（"-）式中的分形维
数的对象为颗粒的测量线度 #同时由于在实际测量
中，对测量结果的影响因素除了颗粒形貌的不规则

性外，还包括光强分布的不均匀性、电路的非线性等

因素，因此实际测量的分形维数"的大小不一定满
足 , 0"0 *#
在文献［""］中，作者采用 *1-2 通道的电路，对

两种烟尘通过两步标定法采用取分形维数交集的方

法对"和 &, 进行了标定，得出当"! 1/-,.时 &, !
,/1"- 3 "14 . $5+$, #将其代入（".）式计算粒子计数
器测量的质量 %，并将 % 与美国 678公司智能防爆
粉尘仪 789:;<= <>."1 测量的标准参照值 %678进

行了比较 #图 " 是粒子计数器（?;@）和智能防爆粉
尘仪测量值的关系图，两次实验拟合直线的斜率分

别为 "/121，1/A.2*，相关系数分别为 1/AA,A，
1/AAA" #两次实验拟合直线的斜率均与 "比较接近，
相关系数都在 1/AA以上，表明粒子计数器测量的烟
尘质量值 % 与标准参照仪器的测量值 %678基本一

致，反映了分形维数概念的应用价值并给出了"的
标定方法 #
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图 ! "#$测量值与 %&’(#)* )+,!-测量值的关系图 （.）香烟烟尘；（/）蚊香烟尘

01 结 论

悬浮颗粒群计数信号等效体积分形测度是颗粒

形貌几何线度随机分布在测量过程中的反映 2由测
量信号幅度档对应的几何线度参数描述的颗粒平均

体积一定具有非整数维的分形形式，与此对应的悬

浮颗粒等效质量计算公式是各种计数法测量颗粒质

量的理论基础 2所以，无论计数法悬浮颗粒质量测量
传感器设计了多少个信号幅度计数通道，仪器需要

标定的唯一特征参数是描述颗粒计数信号等效体积

的分形维数 2

［!］ %3456789"88 )，:;<8=>/=?@ A !BB, !"#$%&’ "( )*$"+"’ ,-.*%-* !"
（%CDDE !）%BFG

［F］ )EE=> H !BIJ /&$0.-’* ,.1* 2*&+#$*（K=6L6>@：$46>. )?3468=38C?= M

KC6E76>@ #?=<<）D!-IF（6> $46>=<=）［艾伦 H !BIJ 颗粒大小测定

（北京：中国建筑工业出版社）第 !-IF页］

［G］ +.>7=E/?N8 K K !BIF 34* 5$&-0&’ 6*"7*0$8 "( 9&0#$*（ %.>

O?.>36<3N：:2P2O?==5.>）

［J］ Q4.>@ A Q !BB, 5$&-0&’（K=6L6>@：H<6>@PC. R>6S=?<68T #?=<<）DJF
［张济中 !BB, 分形（北京：清华大学出版社）第 JF页］

［,］ HC?3N88= ’ U !BI0 ! 2 6*":48+ 2 ;*+ 2 K ! !BF
［0］ O./?6V6N %，)>7?=. K，O?.>3=<3N % F--G <&$04 &%= /’&%*0&$8

,-.*%-* >*00*$+ !#" !WG

［W］ %4C X +，O.>@ A，%4=> % O，U6C Y A，YC.> P Y，O.> : $ F--0

)-0& /48+ 2 ,.% 2 $$ JJ00（6> $46>=<=）［疏学明、方 俊、申世飞、

刘勇进、袁宏永、范维澄 F--0 物理学报 $$ JJ00］

［I］ Z6.N U O，Q4.>@ Y +，X6= Z Y，O.>@ A，:.>@ A A F--W )-0&

/48+ 2 ,.% 2 $" F!F0（6> $46>=<=）［乔利锋、张永明、谢启源、方

俊、王进军 F--W 物理学报 $" 0WG0］

［B］ $.D6>8=?6 )，#C@>N [ F--G /"?=*$ 3*-4%"’"@8 % BG
［!-］ \C O，Y.>@ A，K6.> K +，P= ) F--W )-0& A:0.-& ,.%.-& & !W-0（6>

$46>=<=）［顾 芳、杨 娟、卞保民、贺安之 F--W 光学学报 &

!W-0］

［!!］ \C O，Y.>@ A，K6.> K +，P= ) Q F--I B4.% 2 A:0 2 >*00 2 ’ F!J

F!-G 物 理 学 报 ,I卷
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