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*+,-.//分布的雷达极化回波特征由三个分布参数来描述：波的强度、极化椭圆率角以及椭圆倾角 0在瞬态极化
理论的基础上，推导了三个分布参数的联合概率密度函数，标准 1234+5矢量统计分布的联合概率密度函数及其边
缘概率密度函数，并通过蒙塔卡罗方法进行了计算机仿真，结果验证了理论推导的正确性 0*+,-.//分布随机极化电
磁波瞬态极化统计特性的研究对高分辨条件下雷达目标的检测、识别和跟踪领域都有一定的理论指导意义 0

关键词：*+,-.//分布，极化椭圆参数，标准 1234+5矢量，统计
’())：#""(6，#""(7，)"8(9，%()%

!湖北省自然科学基金（批准号："%%’:;<$"#）和中国博士后科学基金（批准号："%%’%#$!$&)）资助的课题 0

! = 引 言

>.?@,2A［!］研究了部分极化波的统计特性 0
<B?B4B2［"］对任意极化度的部分极化波进行了研究，
并给出了极化椭圆参数的一般概率密度表达式 0
C/,DBE.［$］给出了高斯场假设下极化椭圆参数以及
1234+5矢量的概率密度函数，并将其应用到随机媒
质的多径极化散射中 0 <?355+B.［#］研究了部分极化波
的标准 1234+5 参数并给出了其一、二阶矩特征 0
73?3243FB［(］研究了空间两点的互 1234+5矢量参数变
化，并且给出了瞬态 1234+5参数随空间传播的统计
分布 0 G,.等［8］研究了空间 1234+5参数的相干问题 0
H3.A,等［&］和 G++ 等［’］将这些结论应用到极化 1IJ
（5DK2E+2,L BM+?2.?+ ?BNB?）图像的相干斑抑制领域 0以
上理论都是高斯场假设下的，对于 7O分布电磁波而
言，P?+?D等［)，!%］，G++等［!!—!(］，Q.+E等［!8，!&］已经给出
了有用的统计结果，其极化椭圆参数与高斯分布下

的极化椭圆参数非常接近 0
然而，以上非高斯场的统计理论的获取是高斯

信号经过球不变处理（1RJS［!’］）或蒙特卡罗仿真［!8］

得到，这些都简化了极化 1IJ 的数据处理 0 *+,-.//
分布概率密度函数并不是具有简单解析表达式的

1RJS过程，现有文献基本上是以单色电磁波或部分
极化电磁波为研究对象的，给出的是电磁波极化的

整体统计特征，而并不能刻画非定常电磁波的极化

统计特性 0随着电磁环境的日趋复杂，常规定常电磁
波极化的表征方法已不能有效地刻画宽带极化雷达

探测系统的电磁回波，也不能完备地表征宽带雷达

目标的极化散射特性，王雪松［!)］提出了“瞬态极化”

的概念用以表征非定常电磁波的极化信息，并给出

了高斯随机波的极化统计特性［"%］0在海杂波、地杂
波等环境下被广泛使用的 *+,-.//分布在雷达信息
处理领域有非常重要的研究价值 0本文是在此基础
上，给出了一种描述 *+,-.//分布随机电磁波的瞬态
极化统计特性的方法 0
本文第 "节给出了 *+,-.//分布随机极化波的

无记忆非线性变换（T9UG）物理模型，并且给出了
*+,-.//分布随机极化波的极化参数的联合概率密
度函数 0第 $节给出了 *+,-.//分布随机极化波方差
与物理模型中高斯方差的关系，便于物理意义的理

解和随机波的仿真 0 第 # 节给出了 *+,-.// 分布随
机极化波的椭圆参数的联合概率密度函数以及边缘

概率密度函数 0第 ( 节给出了标准 1234+5矢量参数
的概率密度函数 0最后进行了蒙特卡罗仿真，验证了
理论推导的正确性 0
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!" #$%&’((分布随机极化波的联合概率
密度函数

四维高斯随机变量的概率密度表达式为

!（!)*）+
,

!! !)*
$-.｛/ !)

)*!/,
)* !)*｝， （,）

这里 !)* +（")，"*）
0，") + #) 1 2$)，"* + #* 1 2$*，

!)* +〈!)* !)
)*〉+

")) ")*

"*) "
[ ]

**
3 ")，"* 是复高斯矢

量 3 并且满足独立 4$56786路径条件（"（·）为均值
算子）

"（#) #)）+ "（$) $)）+"!
)，

"（#) $)）+ "（#) $)）+ 9，

"（#* #*）+ "（$* $*）+"!
*，

"（#* $*）+ "（#* $*）+ 9，

"（$) $*）+ "（#) #*），

"（#) $*）+ / "（#* $)）3
#$%&’((分布随机变量可以通过高斯变量的无记忆
非线性变换（:;<=）得到［!,］3即 #$%&’((分布变量 %
+ & 1 2’ 可以由高斯随机变量 ( + # 1 2$ 经过 :;<=
得到

& + #（#! 1 $!）,> )/,>!，

’ + $（#! 1 $!）,> )/,>! 3
（!）

#$%&’((分布随机波在水平垂直极化基下的分布变
量为

&) + #)（#!
) 1 $!

)）
,> )/,>!，

’) + $)（#!
) 1 $!

)）
,> )/,>!，

&* + #*（#!
* 1 $!

*）
,> )/,>!，

’* + $*（#!
* 1 $!

*）
,> )/,! 3

这样，相应极化基下的 #$%&’((分布随机极化波的幅
度和相位为

*) +（&!
) 1 ’!)）,>!，

#) + 8?@AB
’)
&)
；

** +（&!
* 1 ’!*）,>!，

#* + 8?@AB
’*
&*

3

（C）

将（!）式代入（C）式，得到高斯变量与 #$%&’((分布幅
相特性的关系为

#) + *)>!
) @DE#)，

$) + *)>!
) E%6#)，

#* + *)>!
* @DE#*，

$* + *)>!
* E%6#* 3

（F）

将 !)* +
")

"[ ]
*

+
#) 1 2$)

#* 1 2$[ ]
*

代入（,）式，得

!（!)*）+ !（")，"*）

+ !（#)，$)，#*，$*）

+ ,
!! !)*

{$-. / ,
! [

)*
"** ")

!

1")) "*
! / !G$（")*"") "* ] }） 3 （H）

由（F）式得到雅可比行列式值为 +
#)，$)，#*，$*

*)，#)，**，#( )
*

+ )!

F *) / ,
) *) / ,

* ，那么

!（*)，**，#)，#*）

+ )!

F *)/,
) *)/,

* !（#)，$)，#*，$*）3 （I）

将（H）式代入（I）式，得到

!（*)，#)，**，#*）+
)! *)/,

) *)/,
*

F!! !)*
$-. /"** *)

) 1")) **
) / ! ")* *)>!

) *)>!
* @DE（#* /#) 1$)*）

!{ }
)*

， （J）

这里$)* + K?B（")*）表示")*的相位 3
令#+#* /#) 和% +#)，得

!（*)，**，#，%）+
)! *)/,

) *)/,
*

F!! !)*
$-. /"** *)

) 1")) **
) / ! ")* *)>!

) *)>!
* @DE（# 1$)*）

!{ }
)*

3 （L）

将（L）式对%积分，得到 #$%&’((分布随机极化波的幅度和相位差的联合概率密度函数为

!（*)，**，#）+
)! *)/,

) *)/,
*

!!!)*
$-. /"** *)

) 1")) **
) / ! ")* *)>!

) *)>!
* @DE（# 1$)*）

!{ }
)*

3 （M）

为确认（M）式的正确性，我们可以求其边缘分布来 验证 3
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将（!）式对!积分，得

!（""，"#）$!
%!

&
!（""，"#，!）’!

$
#% "#(%

" "#()
#

%!""#

* {+,- (### ""
# .#"" "#

#

" }
"#

*!
%!

&
{+,-
% #"# "#/%

" "#/%
#

""#
012 }$ ’$，

（)&）
其中$$!.%"# 3应用零阶 4+22+5函数的定义，（)&）

式可以简化为

!（""，"#）$
#% "#()

" "#()
#

""#

* {+,- (### ""
# .#"" "#

#

" }
"#

$&

*
% #"# "#/%

" "#/%
#

"[ ]
"#

3 （))）

利用积分公式

!
6

&
+,-（( %）$&（ "" %）’% $ +,- "( )%

%
，（)%）

可知（))）式的边缘分布为

!（""）$!
6

&
!（""，"#）’"# $

#"#()
"

#""
+

"#"
#""，（)7）

!（"#）$
#"#()

#

###
+

"##
### 3 （)8）

（)7），（)8）式就是 9+:;<55 分布随机变量的表达式，
这也肯定了以上理论推导的正确性 3

7 = 9+:;<55分布参数与高斯分布参数的关系

由（!）式，得到 9+:;<55分布随机分布参数之间
的关系为

&" $ ""012!"，

’" $ ""2:>!"；

&# $ "#012!#，

’# $ "#2:>!#，

（)?）

易得

(（&" &"）$ (（ ’" ’"）

$ )
%#

%/ #
""& ) . %( )# ， （)@）

(（&" ’"）$ (（ ’" &"）$ &， （)A）

(（&# &#）$ (（ ’# ’#）

$ )
%#

%/ #
##& ) . %( )# ， （)B）

(（&# ’#）$ (（ ’# &#）$ &3 （)!）
正交极化基下水平、垂直极化数据之间的相关系

数为［%%，%8］

(（&" &#）$ (（ ’" ’#）$ C1D（#，""#）012（%"#）

$!#"#
(%( %

#"). %
#"# 012（%"#）

8 {# %#E+:F+G [) ( 7
% ( ){ }# ， ( % ( )

#，
)
% ( ){ }{ }# ，

( )，{ }& ， ( % ( ){ }{ }# ，
#""###

#"#
]% .（% . #）E+:F+G [) ( % . #

%{ }# ，
)
% ( )

#，(
) . #{ }{ }# ，

( )，{ }& ， ( ) . #{ }{ }# ，#""###

#"#
] }% ， （%&）

(（&" ’#）$ ( (（&# ’"）$ C1D（#，""#）2:>（%"#）， （%)）

其中 E+:F+G)［｛｛")，⋯，"#｝｝，｛｛*)，⋯，*+｝｝，｛｛*+ . )，⋯，*,｝｝，-］为梅杰函数，记为 )+.
#, -

")，⋯，"#

*)，⋯，*( )
,

，

C1D（#，""#）$
!#"#

(%( %
#"). %

#"#

8 {# %#E+:F+G) ( 7
% ( ){ }# ，( % ( )

#，
)
% ( ){ }{ }# ， ( )，{ }& ，( % ( ){ }{ }# ，

#""###

#"#
[ ]%

.（% . #）E+:F+G) ( % . #
%{ }# ，

)
% ( )

#，(
) . #{ }{ }# ， ( )，{ }& ，( ) . #{ }{ }# ，

#""###

#"#
[ ] }% 3 （%%）

如果 # $ %，由（)@）—（%%）式得到相关系数为

(（&" ’#）$ (（ ’" ’#）$
)
% H+（#"#），(（ &" ’#）$

( (（&# ’"）$
)
% IJ（#"#），这与 K5:LMN<［7］的结论是一

致 3这样我们就从 9+:;<55分布随机极化波的方差矩
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阵得到了高斯方差矩阵，可以从中提取出（!）式的高
斯分布参数 "

# $ 极化椭圆参数的概率密度分布

（!）式中，将 !%，!& 用 "%，"& 代替，这里 "% ’
!(

%，"& ’ !(
& "得雅可比行列式为

#
!%，!&，!
"%，"&，( )! ’ )

# "% "! &

， （(*）

易得

$（#%，"&，!）’ #
!%，!&，!
"%，"&，( )! $（!%，!&，!）

’
%( "%+(,)% "%+(,)&

-!"%&

. /01 ,#&& "%+(% ,#%% "%+(&
"{ }

%&

. /01
( #%& "%+#% "%+#& 234（! 5$%&）

"{ }
%&

"

（(#）
为得到极化椭圆参数的统计分布，我们引入一组物

理变量 &，’，%，满足以下条件［*，(*］：
& ’ "% 5 "&，’ ’［（ "% , "&）( 5 # "% "&234(!］)+(，

,!"!"!，

67(% ’
( "% "! & 234!

"% , "&
，

,!+#"%"!+# "
其中 8% 8"&+#，"%# "&，得相应的雅可比行列式
值为

# "%，"&，!
&，’，( )%

’ ’
&( , ’! (

"

这样我们得到其联合概率密度函数为

$)（&，’，%）’
’

&( , ’! (

%( & 5 ’234(%( )(
%+(,) & , ’234(%( )(

%+(,)

#!"%&

. /01 ,
#&&

& 5 ’234(%( )(
%+(

5#%%
& , ’234(%( )(

%+(

"
{ }

%&

. /01 ’49:(%
& 5 ’234(%( )(

%+#,)+( & , ’234(%( )(
%+#,)+(

;/（#%&）

"
{ }

%&

. 234< ,
&( , ’! ( & 5 ’234(%( )(

%+#,)+( & , ’234(%( )(
%+#,)+(

=>（#%&）

"
{ }

%&

" （(?）

为 了 记 录 简 便，令 ! ’ & 5 ’234(%( )( ，( ’

& , ’234(%( )( ，（(?）式变为

$)（&，’，%）’
’

&( , ’! (

%( !%+(,) (%+(,)

#!"%&

. /01 ,#&& !%+( 5#%% (%+(

"{ }
%&

. /01
’49:(%!%+#,)+( (%+#,)+(;/（#%&）

"{ }
%&

. 234< ,
&( , ’! ( !%+#,)+( (%+#,)+( =>（#%&）

"{ }
%&

"

（(@）
当 8%8"&+#时，"%" "&，相应的雅可比行列式值为

# "%，"&，!
&，’，( )%

’ , ’
&( , ’! (
，

其概率密度函数为

$(（&，’，%）’
’

&( , ’! (

%( (%+(,) !%+(,)

#!"%&

. /01 ,#&& (%+( 5#%% !%+(

"{ }
%&

. /01 ,
’49:(%(%+#,)+( (%+#,)+(;/（#%&）

"{ }
%&

. 234< ,
&( , ’! ( (%+#,)+( !%+#,)+( =>（#%&）

"{ }
%&

"

（(A）
所以 &，’，%的联合概率密度函数为（(@）式和（(A）
式之和，即
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!（"，#，!）! !"（"，#，!）# !$（"，#，!）%（$&）

令极化椭圆长短轴分别为 $%，$&，其与 "，# 的关系

为 $% !
"
$（"，#），$& !

"
$（" ’ #）［$(］%

令 $ ! $% # $&，") ! ) $& * $%，" ! $& * $%
［$(］，相应

的雅可比行列式值为

’ "，#，!
$，"，

( )! ! ’ $ $
（" #"）

$ %

设

( ! "
$ #（" ’"）+,-$!

$（" #"
( )） ，

) ! "
$ ’（" ’"）+,-$!

$（" #"
( )） %

则相应的概率密度函数为

!"（$，")，!）!
*$（" ’"）$

*’" (**$’")**$’"

&!!"（" #"）
$ #./

0 123 ’$// $**$ (**$ #$.. $**$)**$

#{ }
./

0 123
（" ’"）-45$!$

**$ (**6’"*$)**6’"*$71（$./）

#./（" #"
{ }）

0 123 "
$!"$

**$ (**6’"*$)**6’"*$89（$./）

#./（" #"
{ }）

，

（$:）

!$（$，")，!）!
*$（" ’"）$

*’" )**$’" (**$’"

&!!%（" #"）
$ #./

0 123 ’$// $**$ )**$ #$.. $**$ (**$

#{ }
./

0 123 ’
（" ’"）-45$!$

**$ )**6’"*$ (**6’"*$71（$./）

#./（" #"
{ }）

0 123 "
$!"$

**$ )**6’"*$ (**6’"*$89（$./）

#./（" #"
{ }）

%

（(;）

令 + ! *$（" ’"）(
**$ ’ " )**$ ’ "

&!!"（" #"）
$ #./

，, ! $//

#./
，- !

$..

#./
，! !
（" ’"）-45$!(

**6 ’ "*$ )**6 ’ "*$71（$./）

#./（" #"）
，

. !
$!")**6 ’ "*$ (**6 ’ "*$ 89（$./）

#./（" #"）
，（$:），(;）式变为

!"（ $，")，!）! +$*’" 123｛’ ,(**$ $**$ ’ -)**$ $**$｝

0 123｛!$**$｝123｛" .$**$｝， （("）
!$（ $，")，!）! +$*’" 123｛’ ,)**$ $**$ ’ -(**$ $**$｝

0 123｛’ !$**$｝123｛" .$**$｝，（($）

（("），（($）式对 $ 积分，得到

!"（")，!）! +#
<

;
$*’" 123｛’ ,(**$ $**$ ’ -)**$ $**$｝

0 123｛!$**$｝123｛" .$**$｝= $，

! ’ $+
*

"
"（,(**$ # -)**$）

0#
<

;
123｛’ ,(**$ # -)**$）$**$｝

0 123｛（ !" .）$**$｝= $**$

! $+
*（,(**$ # -)**$ ) . ’ !）$ %

故

!"（")，!）!
$+

*（,(**$ # -)**$ ) . ’ !）$
，

!$（")，!）!
$+

*（,)**$ # -(**$ ) . # !）$ %
（((）

如果设 >% > !!"，. !
$%)**6 ’ "*$ (**6 ’ "*$ 89（$/0）

#./（" #"）
，1 !

$%+，椭圆参数（%，!）（ ’ "$%$"）的联合概率密度
函数为

!（%，!）!
$1[*

"
（,(**$ # -)**$ # . ’ !）$

# "
（,)**$ # -(**$ # . # !）]$ % （(6）

当 * ! $时，（(6）式与文献［(］的（"&）式是一致的 %
如果!定义为波的矢量端点与椭圆长轴的夹

角，那么（(6）式变为

! #（%，!#）!
$1
*

"
（,(**$ # -)**$ # . ’ !）[ ]$ %（(?）

如果!定义为波的矢量端点与椭圆短轴的夹角，那
么（(6）式变为

! ’（%，!’）!
$&
*

"
（,)**$ # -(**$ # . # !）[ ]$ %（(@）

由（(6）式可以得到其边缘分布分别为

!（%）!#
’*$

’’*$
!（%，!)）=!，

!（!）!#
"

’"
!（%，!)）=%%

（(A）

如果 * ! $，%和!) 的概率密度函数与 BCDCECF［$］和
GH4ICJK［(］的结论是一致的 %
令 $. ! %$

.，$/ ! %$
/，（""）式变为

!（ $.，$/）! ’
%.，%/

$.，$( )
/

!（%.，%/）

! "
6 $. $! /

!（ $! .， $! /），

即
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!（ "!，""）#
#$ "（ #%$）&$

! "（ #%$）&$
"

’ !!"

( )*+ %""" "#&$! ,"!! "#&$"
!{ }

!"

( "-
$ "!" "#&’! "#&’"
![ ]

!"
，

其边缘积分为

!（ "!）#!
.

-
!（ "!，""）/ ""

#
#"#&$%0!

$"!!
)*+ %

"#&$!
"( )

!!
，

!（ ""）#!
.

-
!（ "!，""）/ "!

#
#"#&$%0"

$"""
)*+ %

"#&$"
"( )

""
1

它们都是 2)34566分布随机分布的 1
随机波的总强度为 " # "! , ""，得到波的强度

的概率密度函数表达式为

!（ "）#!
.

-

!（ "!，" % "!）/ "!

#!
"

-

!（ "!，" % "!）/ "! 1

易得

!（ "）#!
"

-

#$ "（ #%$）&$
! （ " % "!）

（ #%$）&$

’ !!"

( )*+ %""" "#&$! ,"!!（ " % "!）#&$

!{ }
!"

( "-
$ "!" "#&’!（ " % "!）#&’

![ ]
!"

/ "! 1

令 "! # "$，可以得到波强的概率密度函数为

!（ "）# #$ "#%0
’ !!"!

0

-
$#&$%0（0 % $）#&$%0

( )*+ %""" "#&$ $#&$ ,"!! "#&$（0 % $）#&$

!{ }
!"

( "-
$ "!" "#&$ $#&’（0 % $）#&’

![ ]
!"

/$ 1 （78）

当 # # $时，所得结果与文献［7］的（09:）式的结果是
一致的 1可见，波的总的强度的分布是受水平垂直极
化数据的方差影响的 1

9 ; 标准 <=>?)@参数的联合概率密度函数

电磁波的 <=>?)@矢量定义为［7］

%!"- # &! &!
! , &" &!

"，

%!"0 # &! &!
! % &" &!

"，

%!"$ # &! &!
" , &" &!

!，

%!"7 # A［&! &!
" % &" &!

!］1
那么 <=>?)@子矢量 !!" #（%!"0，%!"$，%!"7）与幅度相

位差（’!，’"，#）的关系为

’$
! # 0

$（%!"- , %!"0），

’$
" # 0

$（%!"- % %!"0），

# # :BC（%!"$ , A%!"7），

（7D）

其中 :BC（%!"$ , A%!"7）是 %!"$ , A%!"7的相位，因此对

应的雅可比行列式值为

(
%!"0，%!"$，%!"7

’!，’"，
( )#

# ’%!"- %$
!"$ , %$" !"7

# ’%!"- %$
!"- % %$" !"0 1 （’-）

这样就得到 <=>?)@子矢量 !!"的概率密度函数为

!（!!"）#
!（’!，’"，#）

’%!"- %$
!"- % %$" !"0

# #$

0E!%!"- !!"

%!"- , %!"0( )$

#&$%0 %!"- % %!"0( )$

#&$%0

( )*+ %
"""

%!"- , %!"0( )$

#&$%0

,"!!
%!"- % %!"0( )$

#&$

!
{ }

!"

( )*+
%!"- , %!"0( )$

#&’%0&$ %!"- % %!"0( )$

#&’%0&$

（%!"$F)（"!"）% %!"7 GH（"!"））

!
{ }

!"

1 （’0）
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对于 !"#$%&子矢量（!’()，!’(*，!’(+），有以下变换关系：

!










"
#
$

,"（!’(）

,

!’()

!’(*

!









’(+

,
!+
’(* - !+

’(+ - !+! ’(.

!’(*

!











’(+

/ （0+）

由（0+）式知其反变换有两个解，记作 !’(
（ %） ,

&（ %）（!），% , *，+ /
% , *时，

!’( ,

!’(*

!’(+

!









’(.

,

#
$

"+ 1 #+ 1 $!









+

， （0.）

对应的雅可比行列式为

’*
!’(*，!’(+，!’(.

"，#，( )$ , "
"+ 1 #+ 1 $! +

/ （00）

% , +时，逆变换为

!’( ,［"，#，1 "+ 1 #+ 1 $! +］2， （03）
对应的雅可比行列式为

’+
!’(*，!’(+，!’(.

"，#，( )$ , 1 "
"+ 1 #+ 1 $! +

/（04）

那么!的概率密度函数为

(!（!）, ()’(（#，$， "+ 1 #+ 1 $! +）
"

"+ 1 #+ 1 $! +

- ()’(（#，$，1 "+ 1 #+ 1 $! +）
1 "

"+ 1 #+ 1 $! +

, "
"+ 1 #+ 1 $! +

［()’(（#，$， "+ 1 #+ 1 $! +）

- ()’(（#，$，1 "+ 1 #+ 1 $! +）］

,
*+ " - #( )+

*5+1* " 1 #( )+
*5+1*

6!#’( "+ 1 #+ 1 $! +

7 %89 1
$((

" - #( )+
*5+

-$’’
" 1 #( )+

*5+

#
{ }

’(

7 %89 $ " - #( )+
*501*5+ " 1 #( )+

*501*5+

:%（$’(）

#
{ }

’(

7 ;#&< "+ 1 #+ 1 $! + " - #( )+
*501*5+ " 1 #( )+

*501*5+

=>（$’(）

#
{ }

’(

/

（0?）

为求标准 !"#$%&参数的概率密度分布函数，令 " ,

!’()，故有 !’(* , !@ ’(* "，!’(+ , !@ ’(+ " /代入（0?）式

易得

(,")*")+（"，!@’(*，!@’(+）,
*+ * - !@ ’(*( )+

*5+1* * 1 !@ ’(*( )+

*5+1*

6!#’( * 1 !@ +
’(* 1 !@ +! ’(+

"*1*

7 %89 1
$((

* - !@ ’(*( )+

*5+

"*5+ -$’’
* 1 !@ ’(*( )+

*5+

"*5+

#
{ }

’(

7 %89 !@ ’(+
* - !@ ’(*( )+

*501*5+ * 1 !@ ’(*( )+

*501*5+

:%（$’(）

#’(
"

*{ }+

7 ;#&< * 1 !@ +
’(* 1 !@ +! ’(+

* - !@ ’(*( )+

*501*5+ * 1 !@ ’(*( )+

*501*5+

=>（$’(）

#’(
"

*{ }+

, -"*1* %89（1 &"*5+ 1 ."*5+）%89（ ("*5+）;#&<（/"
*
+）/ （06）

这里

- ,
*+ * - !@ ’(*( )+

*5+1* * 1 !@ ’(*( )+

*5+1*

6!#’( * 1 !@ +
’(* 1 !@ +! ’(+

，0 , -
* ，
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! !
!""

# $ "% &"#( )’

#(’

"&"
，$ !

!&&
# ) "% &"#( )’

#(’

"&"
，

% !
"% &"’

# $ "% &"#( )’

#(*)#(’ # ) "% &"#( )’

#(*)#(’

+,（!&"）

"&"
，

& !
# ) "% ’

&"# ) "% ’! &"’
# $ "% &"#( )’

#(*)#(’ # ) "% &"#( )’

#(*)#(’

-.（!&"）

"&"
/

将（*0）式对 ’ 积分得到

%"(#"(’（"% &"#，"% &"’）! )#
1

2
’#)# ,34（)（! $ $ ) %）’#(’）5678（&’#(’）9’

! ) ’)
#
!
!!#

1

2
,34（)（! $ $ ) %）’#(’）5678（&’#(’）9’#(’

! )
#

#
（! $ $ ) % ) &）’ $ #

（! $ $ ) % $ &）[ ]’

! * #
（! $ $ ) % ) &）’ $ #

（! $ $ ) % $ &）[ ]’ / （*:）

令

& !
"% &";

# $ "% &"#( )’

#(*)#(’ # ) "% &"#( )’

#(*)#(’

-.（!&"）

"&"
，

因此，标准 <=6>,7参数的联合概率密度函数为

%"(#"(’"(;（"% &"#，"% &"’，"% &"’）! +#（# ) "% ’
&"# $ "% ’

&"’ $ "% ’! &";）
#

（! $ $ ) % ) &）’
， （?2）

记

+ !
# # $ "% &"#( )’

#(’)# # ) "% &"#( )’

#(’)#

0""&"
/

# ! ’时，（?2）式与 @ABCD8E［;］的结果是一致的 /
同样我们可以得到（"% &"#，"% &";）的联合概率密度函数为

%"(#"(;（"% &"#，"% &";）! * #
（! $ $ ) % ) &）’ $ #

（! $ $ $ % ) &）[ ]’ ， （?#）

记

% !
# ) "% ’

&"# ) "% ’! &";
# $ "% &"#( )’

#(*)#(’ # ) "% &"#( )’

#(*)#(’

+,（!&"）

"&"
，

& !
"% &";

# $ "% &"#( )’

#(*)#(’ # ) "% &"#( )’

#(*)#(’

-.（!&"）

"&"
/

现在推导（"% &"’，"% &";）的联合概率密度函数 /类似的方法，可知（*F）式变为

%$（$）! %(&"（ ’’ ) ,’ ) -! ’，,，-，）
’

’’ ) ,’ ) -! ’ $ %(&"（) ’’ ) ,’ ) -! ’，,，-，）
) ’

’’ ) ,’ ) -! ’

! ’
’’ ) ,’ ) -! ’

［ %(&"（ ’’ ) ,’ ) -! ’，,，-，］$ %(&"（) ’’ ) ,’ ) -! ’，,，-，）］

!
#’ ,’ $ -’( )’

#(’)#

#G""&" ’’ ) ,’ ) -! ’
,34 , ,’ $ -’( )’

#(*)#(’

+,（!&"）

"
{ }

&"

,34 - ,’ $ -’( )’
#(*)#(’

-.（!&"）

"
{ }

&"
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{! {"#$ %
!&&

! ’ !( % "( % #! (( )(

$)(

’!**
! % !( % "( % #! (( )(

$)(

" }*&

’ {"#$ %
!&&

! % !( % "( % #! (( )(

$)(

’!**
! ’ !( % "( % #! (( )(

$)(

" }}*&
， （+(）

#定义为矢量

!











!
"
#

,$（!*&）,

%*&-

%*&(

%











*&.

,
%(
*&/ ’ %(

*&( ’ %(! *&.

%*&(

%











*&.

0 （+.）

由（+(）式易知

&#（#’）,
$( "( ’ #(( )(

$)(%/

/1!"*& !( % "( % #! (
"#$ " "( ’ #(( )(

$)2%/)(

3"（!*&）

"
{ }

*&

"#$ # "( ’ #(( )(
$)2%/)(

45（!*&）

"
{ }

*&

! {"#$ %
!&&

! ’ !( % "( ’ #! (( )(

$)(

’!**
! % !( % "( % #! (( )(

$)(

" }*&
， （+2）

&#（#%）,
$( "( ’ #(( )(

$)(%/

/1!"*& !( % "( % #! (
"#$ " "( ’ #(( )(

$)2%/)(

3"（!*&）

"
{ }

*&

"#$ # "( ’ #(( )(
$)2%/)(

46（!*&）

"
{ }

*&

! {"#$ %
!&&

! % !( % "( % #! (( )(

$)(

’!**
! ’ !( % "( % #! (( )(

$)(

" }*&
， （++）

这里#’定义为 %*&/为正时的矢量，#%为 %*&/为负时的矢量 0

令 ! , %*&-，得 %*&( , %7*&( !，%*&. , %7*&. ! 0由（+2）式得

&’"(("(. ’（!，%7*&(，%7*&. ,
$( %7 (

*&( ’ %7 (
*&.( )2

$)(%/

/1!"*& / % %7 (
*&( % %7 (! *&.

!$%/

! "#$
%
!&&

/ ’ / % %7 (
*&( % %7 (! *&.( )(

$)(

!$)( ’!**
/ % / % %7 (

*&( % %7 (! *&.( )(

$)(

!$)(

"
{ }

*&

! "#$ %7 *&(
%7 (

*&( ’ %7 (
*&.( )2

$)2%/)(

3"（!*&）

"*&
!

${ }( "#$ %7 *&.
%7 (

*&( ’ %7 (
*&.( )2

$)2%/)(

45（!*&）

"*&
!

${ }(

, )!$%/ "#$（% *!$)( % +!$)(）"#$（ &!
$
(）"#$（,!

$
(）， （+1）

其中

) ,
$( %7 (

*&( ’ %7 (
*&.( )2

$)(%/

/1!"*& / % %7 (
*&( % %7 (! *&.

， * ’ ,
!&&

/ ’ / % %7 (
*&( % %7 (! *&.( )(

$)(

"*&
，
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! ! "
!##

$ % $ % "& ’
#(’ % "& ’! #()( )’

#*’

"#(
，

$ "
"& #(’

"& ’
#(’ ! "& ’

#()( )+

#*+%$*’

,-（!#(）

"#(
，

% "
"& #()

"& ’
#(’ ! "& ’

#()( )+

#*+%$*’

./（!#(）

"#(
0

（12）式对 & 积分得到
$"’’"’) !（"& #(’，"& #()）

" (#
3

4
&#%$ -56（%（) ! ! ! ! % $ % %）&#*’）7&

" % ’(
#
!
!)#

3

4
-56（%（) ! ! ! ! % $ % %）&#*’）7&#*’

" ’(
#

$
（) ! ! ! ! % $ % %）’ 0

（18）

同理可得

$"’’"’) %（"& #(’，"& #()）

" (#
3

4
&#%$ -56（%（) % ! ! % % $ % %）&#*’）7&

" % ’(
#
!
!)#

3

4
-56（%（) % ! ! % % $ % %）&#*’）7&#*’

" ’(
#

$
（) % ! ! % % $ % %）’ 0

（19）

因此（"& #(’，"& #()）的联合概率密度为

$"’’"’)（"& #(’，"& #()）

" ’(
#

$
（) ! ! ! ! % $ % %）’ ! $

（) % ! ! % % $ % %）( )’ ，

（1:）
其中

) % "
!((

$ % $ % "& ’
#(’ % "& ’! #()( )’

#*’

"#(
，

! % "
!##

$ ! $ % "& ’
#(’ % "& ’! #()( )’

#*’

"#(
0

由（$$）式得

$（(#，((）"
#*(（ #%’）*’

# (（ #%’）*’
(

+ "#(

; -56 %!(( (#*’
# !!## (#*’

(

"{ }
#(

; +4
’ !#( (#*+

# (#*+
(

"[ ]
#(
， （24）

(,，(( 分别为水平垂直极化数据的强度变量 0易得
其与 <=>?-@参数的关系为

"#(4 " (# ! ((，

"#($ " (# % ((

（2$）

所以

$（"#(4，"#($）

"
#’ "#(4 ! "#($( )’

#*’%$ "#(4 % "#($( )’

#*’%$

9 "#(

; -56 %
!((

"#(4 ! "#($( )’

#*’

!!##
"#(4 ! "#($( )’

#*’

"
{ }

#(

; +4
’ A!#( A "#(4 ! "#($( )’

#*+ "#(4 ! "#($( )’

#*+

"







#(

0

（2’）
令 - " "#(4，. " "#($ *"#(4，得

$(/（-，.）" "#(4 $（"#(4，"#($）

" -$（-，-.）， （2)）
故

$（"&#($）" (#
3

4
&#%$-56｛%（) ! !）&#*’｝+4［%&#*’］7&

" ( % ’( )#
!
!)#

3

4
-56［%（) ! !）&#*’］+4［%&#*’］7&#*’

" % ’(
#
!
!)#

3

4
-56［%（) ! !）0］+4［%0］70

" ’(（) ! !）
#［（) ! !）’ % %’］)*’

， （2+）

其中

( "
#’ $ ! .( )’

#*’%$ $ % .( )’
#*’%$

9 "#(
，

) "
!((

$ ! .( )’
#*’

"#(
，

! "
!##

$ % .( )’
#*’

"#(
，

% "
’ !#(

$ ! .( )’
#*+ $ % .( )’

#*+

"#(
0

令 / " (
# ，（2+）式简化为

$（"& #($）"
’(（) ! !）

#［（) ! !）’ % %’］)*’

" ’/（) ! !）
［（) ! !）’ % %’］)*’

0 （21）
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另外两个标准 !"#$%&参数的概率密度函数为

!（"’ ()*）+!
,

-,
!"#,
"#*
（"’ (),，"’ ()*）."’ (),，

!（"’ ()/）+!
,

-,
!"#,
"#/
（"’ (),，"’ ()/）."’ (), 0 （11）

因为 2%34566分布变量不是球不变变量，所以（11）式
不能简化为（17）式的形式 0

1 8 计算机仿真验证

为了验证以上理论公式推导的正确性，我们用

蒙特卡罗方法来仿真 2%34566分布随机波的极化参
数分布，得出 2%34566分布随机极化波的概率密度分
布统计直方图，并与理论值进行比较 0当然，实际的
2%34566分布参数要通过具体的环境获得，然后通过
（,1）—（**）式获取对应高斯分布参数 0 这里取
2%34566分布形状参数为 $ + /，其水平垂直尺度参数
分别为 %( + ,，%) + *，且其方差阵为 &() +

98:9*;<7 98=:,=1（, > ?）
98=:,=1（, - ?）[ ]/81,9:=

0其对应的高斯分布

参数为!()
"(( "()

")( "
[ ]

))

+ #, *（, > ?）

#*（, - ?）
[ ]

=
0

椭圆参数的概率密度分布函数的参数为

’ + ,
* >（, -#*）@#&*$

*（, >#*( )） ，
( + ,

* -（, -#*）@#&*$
*（, >#*( )） ，

) + :（, -#*）’,A* (,A*

,1!（, >#*）*
，

! +#*（, -#*）&3B（*$）’,A< (,A<

<（, >#*）
，

* + *，+ + ,
<，, + #*#(

,A< ’,A<

*（, >#*）
0

如果$定义为波的矢量端点与椭圆长轴的夹角，那
么（/7）式变为

!（#，$>）+
*)
/

,
（*’/A* > (/A* A< > , - !）[ ]* 0（1;）

如果$定义为波的矢量端点与椭圆短轴的夹角，那
么（/<）式变为

!（#，$-）+
*)
/

,
（*(/A* > ’/A* A< > , > !）[ ]* 0（1=）

很明显，二者之间满足 !（#，$>）+ !（#，!* -$-）0

其强度的概率密度分布函数为

!（ -）+ : -*
< !()!

,

9
./A*-,（, - .）,A*

C %DE - = -/A* ./A* > -/A*（, - .）/A*{ }<

C -9［ -/A* ./A<（, - .）/A<］.. 0 （1:）

标准 !"#$%&参数的概率密度分布的参数为

/ +
: "’ *

()* > "’ *
()/( )<

,A*

1<! , - "’ *
()* - "’ *# ()/

，

* > + * , > , - "’ *
()* - "’ *# ()/( )*

/A*

，

+ > +

, - , - "’ *
()* - "’ *# ()/( )*

/A*

< ，

! +
"’ ()*（"’ *

()* > "’ *
()/）

,A<

< ，

, +
"’ ()/（"’ *

()* > "’ *
()/）

,A<

< ，

* - + * , - , - "’ *
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因此（"’ ()*，"’ ()/）的联合概率密度为
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那么标准 !"#$%&参数的第一分量的概率密度函数为

!（"’ (),）+
*)（* > +）

［（* > +）* - ,*］/A*
0 （;,）

通过以上分析，做出其仿真值（,9999次蒙特卡罗仿
真结果）与理论值曲线如图 ,—1 0
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图 ! 随机波的强度

图 " 瞬态极化椭圆参数

图 # 瞬态极化椭圆倾角

由图 !可以看出在此 $%&’())分布下其椭圆倾
角集中在 !*" +,-左右，这对于目标的检测、识别等
后续信息处理是相当有利的 .由图 "可见极化椭圆
率角正切值基本位于 / 0*" 左右，电磁波的椭圆率
角特性还是比较集中 .图 1—2的理论值稍带锯齿，
这是由于我们数值积分不够准确造成的，理论上它

图 1 标准 3456%7矢量第一参数

是光滑曲线，这并不影响统计直方图与理论值的比

较 .可以看出，仿真值与理论值还是符合得相当好 .

图 8 标准 3456%7矢量第二参数

图 2 标准 3456%7矢量第三参数

从图 !至图 2可知，我们的理论分析是简单有
效的，对 $%&’())分布瞬态极化电磁波的统计特性描
述提供了简洁切实有效的表征方法 .
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!" 结 论

本文研究了 #$%&’((分布随机极化波的瞬态极
化统计特性 )给出了表征 #$%&’((分布随机极化波特
征的三个参数：强度、极化椭圆角以及椭圆倾角的联

合概率密度函数和各参数的边缘分布函数 )给出了

标准 *+,-$.三个参数的联合概率密度函数以及边缘
概率密度函数，及其数值计算仿真 )验证了理论推导
的正确性 ) #$%&’(( 分布随机波瞬态极化统计特性
的研究结论在高分辨条件下雷达目标的检测、识

别和跟踪领域的实际应用将是我们下一步研究的

重点 )
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