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研究一类非线性色散广义 )*+方程的新型奇异孤立波及其 ,-./0123可积性 4利用 ,-./0123分析发现当对流项
强度 ! 5 "时广义 )*+方程是可积的，这是一个新的可积方程 4通过构造新的变量代换以及 -6789:-;<06/=变换获
得该方程丰富的奇异孤立波解，如紧孤立波（;8>?-;78/）、尖峰孤立波（?1-<8/）、新型带尖点的双孤立波和带爆破点
的双孤立波等 4
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# J 引 言

奇异孤立波的出现和非线性色散的作用密切相

关 4在线性色散的作用下，许多偏微分方程具有光滑
孤立波解，如 K=L方程中的钟型孤立波 4而在非线
性色散作用下可以出现奇异孤立波解，如非线性色

散 K=L方程中的紧孤立波［#］和 B+方程中的尖峰孤
立波［"］，在其他非线性色散方程中也相继发现了紧

孤立波和尖峰孤立波［%—A］4奇异孤立波的研究已经
引起了国内外学者的广泛关注 4
本文研究一类非线性色散方程，即广义 )*+

方程

"# M "$$# N "!"$ N %"!"$ N""$$$

5 ""$"$$ N ""$$$， （#）
其中 %，" 是常数，! 是正整数，"!"$ 是对流项，

"$"$$和 ""$$$是非线性色散项 4广义 )*+方程包含了
两类著名的可积方程：当 ! 5 #，% 5 %时，（#）式转变
为 )*+方程，该方程是在研究无粘浅层受地球重力
和流体自身表面扩张影响的运动规律时获得的一类

可积的浅水波方程；当 ! 5 #，% 5 %，" 5 $时，（#）式
转变为 B+方程，该方程是利用 +->.078/ 方法得到
的一类可积的非线性阻尼的新型浅水波方程［#$］4田
立新等［##］证明了 )*+方程光滑孤立波解的存在性

及其轨道稳定性，在线性色散项系数" 5 M "!时，
+-<<-12［#"］证明了 )*+方程 ?1-<8/解的存在性及其
轨道稳定性 4本文作者研究了 B+方程的尖峰孤立
波解和紧孤立波解及其相关性质［#%—#O］4
本文试图解决以下两个问题：首先，)*+方程

的对流项强度 ! 增强后，方程（#）是否还能保持可
积性；其次，在对流项强度及系统参数的不同取值

下，方程（#）是否会产生新的奇异孤立波解 4特别是，
当色散项系数"" M "! 时 )*+ 方程是否具有
?1-<8/解 4

" J 广义 )*+ 方程的 ,-./012P 可积性
分析

假设 " 展开为

" 5 #
Q

& 5 $
"&#&N$， （"）

利用领头项分析得到

$ 5 M "
! M #，

"!M#
$ 5 "（! N #）（! N "）

%（! M #）" #"
$，

（%）

根据RSB9KT6G0;-0方法［#’］，$只能取负整数，从而 !
取 "和 % 4
下面将分别讨论以上两种情况：
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!）当 ! " #时，将（#）和（$）式代入（!）式中，得
到 "# 的递推关系

（ # % !）（ # & ’）（ # & (）"#

" $#（!%，!&，⋯，")，"!，⋯，"#&!）， （*）
其中 $# 是系数 ")，"!，⋯，"# & !和!各阶导数的函数
（由于函数表达式很长，这里就不再列出）+由（*）式
可知，共振点为 # " & !，’，( +根据 ,-./0123分析，如
果在共振点处，等式（*）能够自动满足，那么（!）式就
称为 ,-./0124可积方程 +在共振点 # " & !处，对应于
任意的奇性流形!（ %，&）" )，在共振点 # " ’，( 处，
则要求

$’ " )，$( " ) + （5）
为了简化计算，令

! " % %"（ &）， （’）
其中"（ &）是 & 的任意函数 +将 ! " #，将（#），（$），
（’）式代入（!）式中，令"（ &）的不同幂次项系数为
零，能够得到

") " #*
’，

"! " "$ " "5 " )，

"# " & !
$"& &

!
$#，

"* " !
#)"& &

(
!) & ’

!()"
#
& &

’#
6)"& &

’##

!()，

"7 " !$’
57’)"&& &

’#

(’*)"&"&& &
’##
(’*)"&& +

将上式代入（*）式左边，得到 $’ " )，$( " ) +
#）当 ! " $时，利用上述方法能够得到方程（!）

的共振点为 # " & !，*，5，但在共振点 # " 5处 "# 的

递推关系不能自动满足，即

$5 ""&&（& $# % ’’#"& % $’"
#
& % $’##）! ) +

通过以上分析，当 ! " # 时广义 89: 方程能通过
,-./0123检验，当 ! " $ 时广义 89:方程不能通过
,-./0123检验 +

$ ; 紧孤立波和尖峰孤立波

本节利用一个新的变量变换构造广义 89:方
程（! " !）的奇异孤立波解 +
做行波变换$" % & )&，则 ! " ! 时方程（!）转

变为

（#% & )）"$ % ’""$ %（ ) %#）"$$

& #"$"#$ & ""$$ " )+ （7）
引进一个新的变量& "&（$），满足

&< "’ )) % )!& % )#&" #， （(）
其中’" = !，* 为正整数，))，)!，)# 为待定常数 +

当 )) "
)#!
*)#
，)# > ) 时，（(）式具有如下形式的

解：

& " &
)!
#)#

% 1?@（’ )"#$）+ （6）

当 )) " )，)# A )时，（(）式具有如下形式的解：

& " &
)!
#)#

%’
)!

#)#
BCD（ & )" #$）+ （!)）

令方程（7）的解可以展开为下列级数形式
" " ’) % ’!& % ’#&

#， （!!）
其中 ’)，’!，’# 为待定常数 +将（!!）和（(）式代入（7）

式中，并令不同形式的&
+ 和&

+（#
#

# " !
)#&

#）
!
# 的系数

为 )，进而得到
& )’’! % #’%’! %’’’) ’! & *’$ ’! ’# ))
&’$ ’#

! )! % $)’$ ’# )! % $#’$ ’# )!
& $’$ ’) ’# )! % )’$ ’! )#
%#’$ ’! )# &’$ ’) ’! )# " )，

’’’#
! & #)’’# % *’%’# % #’’’) ’#

& (’$ ’#
# )) & !!’$ ’! ’# )! & $’$ ’#

! )#
% ()’$ ’# )# % (#’$ ’# )# & (’$ ’) ’# )# " )，

$’’’! ’# & !5’$ ’#
# )! & #!’$ ’! ’# )# " )，

#’’’#
# & #*’$ ’#

# )# & #*’$ ’) ’# ’* " ) +
利用 E-@01软件并结合’"’$ "’5，解上述方程组得

到 ’) "
$) & ’) & ’% & ’#% $’! )!

#’ ，’# " )，)) "
$)#!
*’，

)# " ’
$， ’!， )! 为 任 意 常 数 + 或 ’) "

$) & ’) & ’% & ’#% $’! )!
#’ ，’# " )) " )，)# " ’

$，’!，

)! 为任意常数 +
根据（!)）和（!!）式，方程具有 @1-FC/ 解（见图

!），

" " $) & ’) & ’% & ’#
#’ % ’! 1?@ & ’"$( )$ ，

（!#）
以及 BCG@-BHC/解（见图 #），

" " $) & ’) & ’% & ’#
#’ =

$’! )!
#’ BCD & ’"$( )$ ，

（!$）

其中 $ $!#，而当 $ > !# 时，（!$）式恒为常数
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!! " "! " #! " ""
$" %

图 & 尖峰孤立波解 参数取 " ’ ! ’!’"’ "& ’ &，# ’ (

图 $ 紧孤立波解 参数取 " ’ " &，! ’!’"’ "& ’ &，# ’ (

参数 " 的符号对解的形式有重要影响：当 " ) (
时，方程（&）具有 *+,-./解；当 " 0 (时，方程（&）具
有另一种形式的奇异孤立波即 1.2*,13./解 %线性色
散项系数"! " $!时，456方程具有 *+,-./解 %当

$"7时，该解衰减为非零常数! 8"$ %当"" " $!

时，方程具有衰减为零的 *+,-./ 解，这和文献［&$］
中的结论是一致的 %

9 : 新型奇异孤立波

本节将利用的 ,;3.<=,1->;/?变换构造广义 456
方程（% ) &）新型奇异孤立波解 %
根据 @,A/>+BC截尾展开法并结合第二节中的结

论，假设方程（&）的解为
& ’ &(#$ 8 &&#$8& 8 ⋯ 8 & "$"&# 8 & "$，（&9）

其中$’ " $
% " &（要求为负整数），则 % 取 $和 ! %

&）当 % ’ $时，得到$’ " $，则（&9）式为
& ’ &(#"$ 8 &&#"& 8 &$ % （&D）

利用 E,*>+软件，将（&D）式代入方程（&）中，令#" #，

#" F及#(的系数为零，发现 &$ 恰好是方程的解，

且有

&( ’ $9
"#

$
$，&& ’ " $9

"#$，$ % （&#）

若再令#" &，#" $，#" !，#" 9以及#" D的系数为零，则

得到#满足下列式子（只列出其中一部分）
" $"&$ &$，$#$，$ "#$，$，# 8 &$，$，$，$#$，$

" $!#$，$，$ " "&$
$#$，$，$

8 $&$，$，$#$，$，$ 8 $&$，$#$，$，$，$ 8#$，$，$，$，#

""#$，$，$，$，$ 8 &$#$，$，$，$，$ ’ (
% （&F）

将（&#）式代入（&D）式，则方程的 ,;3.<=,1->;/? 变
换为

& ’
$9#$

$

"#$ "
$9#$，$

"# 8 &$， （&G）

其中#满足（&F）式，&$ 是 % ’ $ 时方程（&）的一个
解 %利用该变换可以构造孤立波解甚至一些新解，假
设 & ’ &(（常数）是 % ’ $时方程（&）的一个特解，代
入（&F）式得到

" $!#$，$，$ " "&$
(#$，$，$ 8#$，$，$，$，#

""#$，$，$，$，$ 8 &(#$，$，$，$，$ ’ (
，（&H）

观察（&H）式，假设#（$，#）具有如下形式的解：

# ’ !( 8 !& +I*’（ $"%#）， （$(）
其中 !(!(，!&!(，’，%是待定常数 %（$(）式是（&H）
式的解当且仅当 ’，%满足条件

’ ’ J &
$ 8

"((
! " &

## &，

% ’ !
" "" " (( " &" ， （$&）

或

’ ’ J &
$ 8

"((
! " &

## &，

% ’ !
" "" " (( 8 &" ， （$$）

其中& ’ H " &$"! " #""" #"(( " $"$ (# $
( % （$!）

利用（&G），（$(）—（$!）式，得到 % ’ $ 时广义 456
方程的孤立波解为

& ’ "
$9!( !& ’$ +I*（’（$ "%#））

"（ !( 8 !& +I*（’（$ "%#）））$ 8 (( %（$9）

考虑到 ’ 为正负号，利用类似 *+,-./ 的定义方法，
可以得到
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! ! "
#$"% "& ##’()（" #（$ "!%））
&（"% * "&’()（" #（$ "!%））#

* ’% +（#,）

通过分析 "%，"& 不同的取值，可以得到如下（#,）式
丰富的孤立波解（以系数满足（#& *）为例）：

-）当 "% ! "& 时，（#,）式描述了光滑的孤立波解
（见图 .）+

/）当 "% ! " "& 时，（#,）式描述了带爆破点的孤
立波解（见图 $）+

0）当 1 "% 1! 1 "& 1且同号时，（#,）式描述了带尖
点的双孤立波解（见图 ,），这是一类新型 )’-234解 +

5）当 1 "% 1! 1 "& 1且异号时，（#,）式描述了带爆破
点的双孤立波解（见图 6），这是一类新型孤立波解 +

图 . 光滑孤立波 参数取 "% ! "& ! &，& !"! &，#! " &，’%
! %，% ! %

图 $ 带爆破点的孤立波 参数取 "% ! &，"& ! " &，& !" ! &，#
! " &，’% ! %，% ! %

#）当 ( ! . 时，同样可以得到方程（&）的 -7839
:-02;745变换

! ! !%$"& * !&， （#6）

图 , 带尖点的双孤立波 参数取 "% ! &，"& ! ,，& !" ! &，# !

" &，’% ! %，% ! %

图 6 带爆破点的双孤立波 参数取 "% ! &，"& ! " ,，& !" ! &，

#! " &，’% ! %

其中 !% ! < &%"&$$，!& 是 ( ! .时广义 =>?方程的

一个解 +利用上述方法可以得到当 ( ! .时方程（&）
具有光滑孤立波解，这里就不再叙述 +

, @ 结 论

非线性色散项和对流项的结合使广义 =>?方
程产生奇妙结构 +当 ( ! %，& ! .时方程（&）是可积
的［&6］，当 ( ! #时方程（&）是一个新的可积方程 +广
义 =>?方程具有丰富的奇异孤立波解结构，如紧孤
立波、尖峰孤立波、新型带尖点的双孤立波和带爆破

点的双孤立波等 +在进一步的研究中，本文作者借助
对孤立波解几何特性的定性分析，广义 =>?方程中
更多奇妙的孤立波结构将被发现 +
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