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量子通信是一个量子密钥分发过程，目前采用的通信技术严重制约了量子密钥分发的比特率 *将多输入多输
出（+,+-）技术应用于量子通信系统，提高量子密钥分发的比特率，促进量子通信向高速大容量发展 *然而，量子场
本身不可避免地存在量子噪声约束容量的增长，限制了可利用空间资源，即空间自由度 *文中采用光子场的量子化
和满足 ./012345671方程条件的电磁场波动方程推导出 +,+-量子信道的空间自由度上限，为开发稳健的 +,+-量
子通信空时处理算法和优化设计高性能 +,+-量子通信系统提供理论基础和技术支持 *

关键词：多输入多输出，量子密钥分发，./012345671方程，光子场的量子化
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! F 引 言

量子通信是通信技术的又一次划时代革命，它

在保密性、通信容量、通信距离等方面都具有十分明

显的优势，是未来通信发展的方向 *量子通信传送的
是密钥而非密文本身，是一个量子密钥分发过程［!］*
自从 :7557GG和 :1@HH@13［"］在 !;(’年首次提出利用量
子力学进行量子密钥分发协议以来，人们已提出了

大量的量子密钥分发协议［8—&］*对量子密钥分发实
验的研究也迅速发展，例如，郭光灿等［$］利用

I@1@3@J>+4/07AHD5干涉方式进行了长距离、长时间、
单向、稳定的量子密钥分发实验，这种基于微弱相关

光脉冲下的差分相位量子密钥分发系统，每脉冲的

密钥生成仅仅接近基于理想单光子源的 ::(’协议
下的密钥生成效率，但在抗干扰方面还存在一些问

题，密钥的安全性和生成效率还有待提高 *日本 KLL
公司利用集成非等臂 +@/0>M705371（+>M）干涉仪完
成了 !%& N?光纤量子密钥分发实验［)］*尽管这种实
验具有密钥生成效率高，适用于泊松光源等优点，但

是，这种集成干涉仪制作工艺复杂、价格昂贵，并且

与偏振相关，在量子密钥分发过程中需要精密的温

度控制来消除相位漂移，因此实用化还存在一定困

难 *目前采用的通信技术严重制约了量子密钥分发

的比特率，降低量子通信系统的信道容量 *
近年来，基于 +,+-技术的矢量传输方法提供

了从根本上提高无线通信系统信道容量的新途

径［(，;］，在学术界和工业界引起了高度的重视 *
O1@54ADP4/等［!%］和 +DGG4等［!!］提出采用 +,+-技术进
行量子信道和量子密钥分发的研究，利用光学传输

函数、调制传输函数和 +,+-系统提高量子密钥分
发的比特率和减少接收量子比特错误率来提高量子

信道的系统性能，由于研究方法过于复杂，难以得到

简洁的解析表达式 *因此，他们对 +,+-量子信道的
理论分析也只有建立在统计的基础上，无法从物理

的角度进行解释 * +,+-系统的容量与空间自由度
的数目成线型关系，信道容量主要由空间自由度的

数目决定，这也是通信较传统的无线通信优越之处，

空间自由度也因而成为 +,+- 通信中的研究重
点［!"，!8］*本文将 +,+-技术应用于量子通信系统，实
现了 +,+-量子通信，提高了量子密钥分发的比特
率 *

" F +,+-量子信道的空间自由度计算

’()(!"!#量子信道中光量子本征态

光量子（也称为光子）的波动方程即+@BQ7AA方
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程，光子的波函数就是矢势 !由于光子是无相互作用
的波色子，有许多光子处于同一态，而且还倾向于处

于同一态 !采用 "#"$技术的量子通信系统存在大
量的光量子传输信息，当大量的光子处于完全相同

的状态，波函数将具有实在的物理意义而拓展到宏

观的领域［%&］!首先，让我们考虑光子场的一个一
般态

! ’ !
!%，!(，!)，!*

"!%，!(，!)，!*!（!%，!(，!)，!*），（%）

这里 "!%，!(，!)，!*
是一个数字系数，而!（ !%，!(，!)，

!*）是一个包含 !% 和 !( 个横光子、!) 个纵光子和

!* 个时间光子的规一化本征态，利用光子湮没算

符，本征态!（!%，!(，!)，!*）可以表示为

!（!%，!(，!)，!*）

’（!%！!(！!)！!*！）
+%,(

- #"!%% #"!(( #"!)) #"!** !（*，*，*，*）， （(）
这里 #%，#(，#) 和 #* 是能量为 $"%* 的光子湮没算

符，!%，!(，!)，!* 为光子数目，!（*，*，*，*）为光子
归一化初始本征态，且满足附加条件

（#) + #*）! ’ *! （)）
将（)）式代入（%）式，可导出关系式

!%,(
) "!%，!(，!)，!* +%

. !%,(
* "!%，!(，!)

+ %，!* ’ *，（&）

其中带有一个负下标的系数将被取为零 !从（&）式可
见，相应于纵光子和时间光子总数相同的各态，其系

数是相互联系着的，而附加条件所允许的态是

#（!%，!(，*）’!（!%，!(，*，*），

#（!%，!(，%）’!（!%，!(，%，*）+ !（!%，!(，*，%），

#（!%，!(，(）’!（!%，!(，(，*）+#(!（!%，!(，%，%）

. !（!%，!(，*，(）⋯⋯，

#（!%，!(，&）’!
&

’ ’ *
（+ ’）’ &！
（& + ’）！’( )！

%,(

- !（!%，!(，& + ’，’）， （/）
其中 & 表示纵光子和时间光子的总数 !由此得到

#"（!%，!(，&）#（!%，!(，&）

’!
&

’ ’ *
（+ ’）( ’ &！
（& + ’）！’！

- !"（!%，!(，& + ’，’）

- !（!%，!(，& + ’，’）

’ *， （0）
这里 &$*且#"（!%，!(，*）#（!%，!(，*）’ %，从（0）
式中可以看出附加条件含有排除纵光子和时间光子

的意思 !只有在光子场和其他场没有相互作用的情

况下，这个结论才是正确的，完全适合自由空间

"#"$量子通信信道 ! 因此，自由空间光量子归一化
本征态可以表示为$（(）!

!"!#$%$&量子信道中 ’()*+,-./0*方程的一般形式

光量子在发射体 )1 内势场 $（ !）中的
23456789:;5方程为

+ "
(

(&

!

(.$（ ![ ]）$（(）’ *$（(）， （<）

式中 * 为能量的本征值 !在求解上述微分方程时，
要根据具体问题中的边界条件来定解 !例如，束缚态
的边界条件，散射态的边界条件等 !同理，可以得到
光量子在接收体 )= 内产生响应势场 )（ !）中的
23456789:;5方程为

+ "
(

(&

!

(. )（ ![ ]）$（(）’ *$（(）! （>）

因此，自由空间光量子波动方程可写为［%/］

!

()（ !）. (("( )（ !）
"+( ’ +$（ !）， （?）

其中 $ 为光速，( ’ $
,，, 是光量子的角频率 !对标

量波动方程（?）式需要补充说明：%）完整的电磁场全
波分析应该采用矢量场波动方程，但对于某些特殊

边值问题可以退化为标量方程求解，而且标量方程

是矢量方程的基础；(）电磁问题的严格求解需要波
动方程结合边界条件求解，对无线信道做分区求解，

并认为散射体也为理想的，可近似地应用自由空间

边界条件；)）波动方程（?）式中的源和响应满足
23456789:;5方程，从数学上来说，对于任何 * 值，方
程（<）和（>）都有解，但并非对于一切 * 值所得出的
解$（(）都满足物理上的要求 !例如，对于束缚态，就
要求$（(）在无限远处必须为零，这样，往往只有某
些 * 值所对应的解，才满足这些物理上的要求 !这
些 * 值称为体系的能量本征值，相应的波函数成为
能量本征态函数 !因此，束缚态的能谱是分立的，满
足量子密钥分发原理，它是在一定的边界条件下，求

解定态 23456789:;5方程的必然结果 !需强调的是，%）
和 (）中的假定并非是强制性的，对于任意边界条件
的矢量问题，可通过修改相应的格林函数求解，故本

文的分析方法在理论上适用于任意边界条件下的矢

量问题，只需将标量格林函数变为相应边界条件下

的矢量格林函数 !
在上述前提下，（?）式中的源和响应间的关系为

〈 ! )〉’%)1
7) !1〈（ !，!1） -〉〈 !1 $〉，（%*）

0>0) 物 理 学 报 />卷



其中〈（ !，!!） !〉" !（ !，!!）为自由空间的标量格

林函数，可比拟为时域中的脉冲响应 #可见，$%$&
通信系统的数学模型可看作由发射信号函数、接收

信号函数和代表系统响应的以格林函数为核的线性

积分算子组成［’(］#对于给定的发射体和接收体，〈 !

!〉和〈 ! "〉分别用正交的本征态函数〈 ! ")〉和〈 !

"*〉展开，其中后者分别在 "! 与 "+ 内正交完备，下

面将推导两个本征态函数所满足的本征态积分

方程 #

!"# $%&%’量子信道中收、发端本征态方程推导

对于发射端归一化的源分布量子态 !
#〉，在坐

标表象中表示为〈 !! !
#〉"!

#（ !!），其在接收端的

响应量子态在坐标表象中为〈 !+ "〉，并满足

〈 !+ "〉"!"!
,- !!〈（ !+，!!） !〉〈 !! !

#〉，（’’）

其中上标 # 表示归一化值，"〉为 ./*01符号， !〉
隐含了收发端的体结构以及无线信道特征，在坐标

表象中表示为〈（ !!，!+） !〉" !（ !!，!+），定义接收
功率为

$!
2 "!"+

,- !! 3 !+ ""〉〈 !+ "〉，（’2）

其中符号“"”表示共轭，将（’’）式代入（’2）式，有

$!
2 "!"+!"!!"!

,- !4!,- !!,- !+〈（ !+，!4!） !"〉

5〈 !4! !
#"〉〈（ !+，!!） !〉〈 !! !

#〉#（’-）
定义

〈（ !4!，!!） %〉"〈（ !4!，!!） %〉

"!"+
,- !+〈（ !+，!4! !"〉

5〈（ !+，!!） !〉， （’6）
这里〈（ !4!，!!） %〉" %（ !4!，!!）是发射端的 !4! 与 !!

间的相关性 #考虑到（’-），（’6）式可写为

$!
2 "!"!

,- !4!〈 !4! !
#"〉

5!"!
,- !!〈（ !4!，!!） %〉

5〈 !! !
#〉， （’7）

可以证明，〈（ !4!，!!） %〉为 829:;*</); 核 #设｛&’，

#’｝是〈（ !4!，!! %〉的特征系，则

〈（ !4!，!!） %〉" #
=

’ " ’

〈 !4! &’〉〈 !! &’〉
#’

#（’(）

可见，当〈 !! !
#〉选为〈（ !4!，!!） %〉的本征态函数

时，可以使接收区域内有最大的接收功率，此时，

$!
2对应着一系列从大到小排序的本征值 ’>#’，

并分别对应着相应的本征态函数〈 !! !
#〉，其满足

$!
2〈 !4! !

#〉"!"!
,- !〈（ !4!，!!） %〉〈 !! !

#〉#

（’?）
同样我们采用互易定理得到接收端本征态函数满足

的本征态方程

$+
2〈 !+ "#〉

"!"+
,- !4+〈 !4+ "#〉

5!"!
,- !〈 !+，!!） !〉〈（ !4+，!!） !"〉

"!"+
,- !4+〈（ !+，!4+） (〉〈 !4+ "#〉， （’@）

其中

〈（ !+，!4+） (〉"!"!
,- !!〈（ !+，!+） !〉〈（ !4+，!!） !"〉#

（’A）
为求解接收本征态函数的积分核 #〈 !! !

#〉与〈 !+
"#〉构成了一对本征态函数，其耦合系数为

$ "!"+!"!
,- !!,- !+〈 !+ "#"〉〈（ !+，!!）

5 !〉〈 !! !
#〉， （2B）

C $! C 2 和 C $+ C 2 分别为对应收发本征态的本征值 #通
过求解（’?）和（’@）式，得到 $%$&量子通信的本征
态及相应的本征值，从而求得其空间自由度 #
可以证明：’）积分方程的核〈（ !!，!4!） %〉以及

〈（ !+，!4+） (〉是厄米的、有界的以及平方可积的，故
上述本征态积分方程理论上有多个正的、实的和离

散的本征值，并对应着正交的本征态；2）上述两个积
分方程所导出的源和响应的关系满足互易定理，故

两个方程的本征值是相同的，即 C $! C 2 " C $+ C 2，每个
本征值对应着收发端的一对本征态函数，即对应着

一个空间维的通信子信道，其大小反映了该收发模

式的耦合强度 #虽然子信道的数目理论上是无穷的，
但现实的通信系统中不可避免地存在量子噪声，当

耦合强度远低于量子噪声电平时，其携带的信息将

不能有效恢复，可见量子噪声限制了有效通信的子

信道数目，即空间自由度 #

!"("%&%’量子信道空间自由度

在 $%$&量子无线通信中，（’B）式中的格林函

?@(-(期 肖海林等：$%$&量子信道的空间自由度研究



数具有随机性，计算中关心的是其统计值［!"］#多径
环境下，$%$&量子无线信道的格林函数可表示为

〈（!’，!(）!)〉*!!+!!,

-!. -".〈（!.，!’） ""+ 〉

/〈（!.，".） #〉〈（".，!(） ",〉，（0!）

其中下标 )表多径环境；〈（ ".，!( " ,〉* 123（ 4 50!".

·!(）为发射端光电二极管的阵列流型；类似地，
〈（!.，!’） " +〉为接收端光电二极管的阵列流型；

〈（!.，".） #〉为联系着发射方向 ".和入射方向!.的复
传输系数；!,，!+ 分别为发射端和接收端的光子角

度扩展 #根据（!6）式，发射端本征态方程的核的均
值为

〈（ !(，!7(） $（ !(，!7(）（ !(，!7(）〉

*!%’
-8 !’!!+!!,

-!. -".〈（!.，!’） " +〉

/〈（!.，".） #"〉〈（".，!(） "", 〉

/!!+!!,

-!.7 -".7〈（!.7，!’） ""+ 〉

/〈（!.7，".7） #〉〈（".7，!7(） " ,〉# （00）
假定对不同发射和入射方向，复传输系数 # 服

从独立的相同分布，即

〈#"（!.，".） #（!.7，".7）〉* #（!.，"&.） 0"!.!.7
0"". ".7，
（08）

其中"为 9+:;1<=1+ -1>,?函数 #化简（00）式有
〈（ !(，!7(） $（ !(，!7(）（ !(，!7(）〉

* #（!.，".） 0!%’
-8 !’!!+!!,

""+（!.，!’） 0

/〈（".，!(） "", 〉〈（".，!7(） " ,〉-!. -".， （06）

其中， 如 果 #"（!.，".） 0 归 一 化 为 !， 那 么

!%’!!+

""+（!.，!’） 0 -!. -8 !’ * %’!+，此时

〈（ !(，!7(） $（ !(，!7(）（ !(，!7(）〉

* %’!+!!,

-".〈（".，!(） "", 〉〈（".，!7( " ,〉#（0"）

可见对于给定的收发体结构和光子角度扩展，

发射端本征态方程的核只与发射阵列的流型有关 #
接收端的核的均值可同理求得，即

〈（ !’，#7’） ’（ !’，!7’（ !’，!7’）〉

*!%(
-8 !(!!+!!,

-!. -".〈（!.，!’） ""〉

/〈（!.，".） #〉〈（".，!(） "〉

/!!+!!,

-!.7 -".7〈（!.7，!7’） "〉

/〈（!.7，".7） #"〉〈（".7，!(） ""〉， （0@）
化简（0@）式，得
〈（ !’，!7’） ’（ !’，!7’）（ !’，!7’）〉

* %(!,!!+

-!.〈（!.，!’） ""〉〈（!，!"’ ） "〉#（0A）

在远场条件下，（!6），（!B）式中自由空间格林函
数的分母项可以提到积分号外面，此时容易证明，

（A）和（C）式，（0"）和（0A）式与（!6）和（!B）式是等效
的，即它们的本征态函数是相同的 #故在多径环境
下，可采用对传输路径分区的思路，每个分区内独立

求解自由空间自由度 #空间无线信道被分为发射端、
发射端到接收端及接收端三部分，其中收发端分别

分布在区域 %’ 和 %( 内 #无线信道每部分的传输都
可看作两个自由空间的体通信，其本征态以及对应

的空间自由度分别为 ((D，(DD和 (D’ #整个系统的传
输能力由上述三部分共同决定，此时总的有效空间

自由度的上限为

( * )5;｛((D，(DD，(D’｝， （0C）
其中 )5;｛"｝表示取最小值 #由于该三部分的通信
是级联关系，故上式给出的是该信道模型下的空间

自由度的上限 #从（0C）式可看出，即使 ((D和 (D’较

大，但信道引入了量子噪声使得 (D’限制了 $%$&
量子信道空间自由度 #

8 E 二维特例的求解

对于一般的几何形状，当收发体的尺寸 %’ 和

%( 相比收发体间的距离 ) 较小时，本征态函数可分
解为一个三维函数和一个二维函数的乘积，以（0!）
式为例，有

〈 !( #,〉*〈 !( * ,〉〈 !( $,〉， （0B）
其中

〈 !( * ,〉* * ,（ !(）* 123 4 5" +( 4
,0
(

0! 4
-0
(

0( )( )!
，

〈 !( $,〉*$,（ !(）*$,（,(，-(）， （8F）
一般只能借助数值方法求解 #由于现有信道模型多
为一维或二维模型［!A，!C］，下面推导规则的面结构下

的本征态函数以及本征值 #
假定收发平面 .’ 以及 .( 都为长方形，边长分

别为 0",’，0"-’ 和 0",(，0"-(，采用分离变量法将

$,（ !(）分解为
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〈 !! !"〉#〈!! ""!〉〈"! """〉， （$%）
代入本征态方程（%&）式，有

#!
’〈!! ""!〉〈"! """〉

# %
（(!$）’!%!!%)

*’ $)*’ !+!

, -./ 0 1"
$ ,［!)（!! 0 !+!）2 ")（"! 0 "+!{ }）］

,〈!+! ""!〉〈"+! """〉， （$’）
对（$’）式分离变量，得到关于 ! 的本征态方程为

#!!〈!! ""!〉

#!
"!!

0"!!!
"!)

0"!)
*!+!*!)

, -./ 0 1&
$ !)（!! 0 !+![ ]）〈!+! ""!〉，（$$）

其中#!!为相应的本征值 3 " 方向的本征态方程与
（$$）式类似 3（$$）式的解〈 !! ""!〉为一组扁球态函

数，它们在 4"!! 内正交完备 3根据扁球态函数的性
质，其存在一个临界值，当阶数大于该值时，对应的

本征值开始急剧下降，若采用该临界点计算有效通

信的本征态数目，则 ! 方向的空间自由度为

’! #
（’"!!）（’"!)）

$$ 3 （$(）

" 方向的空间自由度数目可类似求得，从而求
得空间自由度 ’ # ’! , ’"，也可以设定一定的量子

噪声门限，通过忽略接收功率小于量子噪声的模式

来计算 3从物理本质来看，扁球态函数系构成了关于
接收孔径受限以及接收孔径对发射体中心光子所张

的立体角%受限的传输系统的一组能量损失最小
的正交完备函数系，其中最低阶本征态函数对应给

定孔径和光子立体角的限制下，能量损失最小的源

和场的分布 3下面分别给出自由空间和存在散射体
下的算例 3首先将（%&）或（%5）式得到的本征值之和
归一化为 %，即"( #(

’ # % 3
算例 ! 考虑自由空间情况，其参数如下：收发

区域为两个相同的长方体，体积为 6$ , 6$ , ’")，
其中 ’") 分别取 7，’$和 6$，收发间距分别取为
’6$和 %77$3表 %给出了本征模式方法计算得到的
前三个归一化的本征值，得到以下结论：%）当收发间
距较小时（’6$），接收体相对发射体所张的角度扩
展较大，故部分的有效传输能量被分配到第一个主

模信道以外，当间距变得很大时（%77$），角度扩展
也变得很小，此时有效传输能量几乎完全集中到第

一个子信道中，空间域的利用率也降到了最低；’）收
发区域的厚度 ’") 的变化对空间自由度几乎没有

影响，但需强调的是，该结论是在收发距离相对收发

体的尺寸较大时得出的 3

表 % 本征态下的归一化本征值

’")8$ 收发间距 ’6$ 收发间距 %77$

7

79:5$’

79’%(&

79%7’%

79;5$’

797%:5

797777

’

79:5$’

79’%(&

79%7’%

79;5$’

797%:5

797777

6

79:5$’

79’%(&

79%7’%

79;5$’

797%:5

797777

算例 " 存在散射体时空间自由度随散射体的
间距 $<< 以及收发端孔径 %)，%! 的大小变化的计算

结果 3收发区采用相同的边长为’"!的正方形平面，
其中’"!在%$—:$内变化，收发区与相应的近端散
射体间距 $!< 和 $<) 都为 $7$；两近端散射体组成相
同的正方形平面，边长都为 %7$，两者的间距 $<< 分
别取为 67$，%77$和 %67$3由图 %可以看出，当 $<<较
大时（取为 %77$和 %67$），收发区的面积增大到一定
程度后，空间自由度就不再随面积增大而增大，即虽

然从天线端“看去”散射体导致的角度扩展很大，但

由于量子噪声的影响使得中间的传输路径的自由度

较小，此时总的自由度受限于该区域的自由度 3

图 % 空间自由度 ’随收发区的大小以及两近端散射体的间距

的变化

(9 结 论

将 =>=?技术应用于量子通信系统，提高量子
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密钥分发的比特率，促进量子通信向高速大容量发

展 !然而，量子场本身不可避免地存在量子噪声约束
了容量的增长，限制了可利用空间资源，即空间自由

度问题 !从光子场的量子化角度和满足 "#$%&’()*+%
方程条件的电磁场波动方程出发，给出自由空间中

两个任意的收发体间通信的空间自由度本征态方

程，推导了平面结构下的解析结果 !通过对无线信道

的分区，给出了 ,-,.量子信道的空间自由度上限

计算公式，不仅解释了收发体的光子扩展角与空间

自由度的关系，而且也能解释 ,-,.量子信道噪声

可以限制空间自由度 !这些研究将为开发稳健的

,-,. 量子通信空时处理算法和优化设计高性能

,-,.量子通信系统提供理论基础和技术支持 !
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