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针对分数阶混沌系统的投影同步问题，提出了一种基于主动滑模原理的控制器 (基于分数阶线性系统的稳定
性理论，分析了该方法的稳定性 (分别以同结构分数阶 )*+,)*+系统的投影同步和异结构分数阶 -./0,)*+系统的投
影同步为例进行了数值仿真，仿真结果验证了主动滑模控制方法在分数阶混沌系统投影同步中的有效性 (
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# < 引 言

分数阶微积分几乎与整数阶微积分理论具有同

样长的发展历史，但是近十几年来才成为国际上的

一个热点研究课题 (整数阶微积分是分数阶微积分
理论的特例，整数阶混沌系统都是对实际混沌系统

的理想化处理［#］(在 -./0混沌系统［’］、)=>/0?混沌系
统［@］、A+BB*0C 混沌系统［%］、)D 混沌系统［1］和超混沌
系统［2］中，发现当系统的阶数为分数时仍出现混沌

状态，且更能反映系统呈现的工程物理现象，从而促

进了分数阶混沌的研究以及分数阶微积分理论的发

展 (近来，人们尝试研究分数阶混沌系统的控制与同
步问题，控制方法包括简单的线性反馈法［"］、

E5;FG:/HH*0C方法［&］、I;:*J/控制方法［K］等 (
#KKK年，L5*0*/>* 等［#$］在研究部分线性混沌系

统中观察到一种新的同步现象———投影同步

（H>=M/;:*J/ GN0;.>=0*?5:*=0），该类同步现象随即引起
人们的重视 ( -.//等［##］则将投影同步应用于安全数
字通信领域，并取得良好效果 (近来，O.5=等［#’］应用
状态误差反馈控制策略实现了分数阶 -./0系统的
投影同步 ( P50C 等［#@］基于线性系统的稳定判定准
则提出一种新的线性分离方法来实现分数阶混沌系

统的投影同步 ( -./0等［#%］用状态观测器实现了分数
阶混沌系统的投影同步 (本文基于主动滑模控制研
究了分数阶混沌系统的投影同步问题，设计了主动

滑模控制器，在对分数阶 )*+系统和分数阶 -./0系
统的混沌特性回顾的基础上，通过对同结构的分数

阶 )*+,)*+系统的投影同步和异结构的分数阶 -./0,
)*+系统的投影同步的仿真研究，验证了主动滑模控
制方法在分数阶混沌系统投影同步中的有效性 (

’ < 分数阶微分及其近似计算

在分数阶微积分的研究过程中，对微分和积分

概念提出了许多种定义［#1］，但在应用研究中常用的

是 Q*/4500,)*=+J*66/（Q,)）定义和 -5H+:= 定义，在纯
数学领域中多用 Q,) 定义，而在实际应用中常用
-5H+:=定义 (

Q*/4500,)*=+J*66/分数阶微分的定义为
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-5H+:=分数阶微分的定义为
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式中 ( S # V!V (，!（·）为伽玛函数 (
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!" 分数阶线性系统的稳定性理论

分数阶线性系统的稳定性已经得到了充分的研

究，并且得到了分数阶线性系统稳定的充分必要条

件［#$，#%］&考虑下面的自治系统
!!! ’ "!，!（(）’ !(， （!）

其中 ( )!) #，!!"#，"!"# * # &如果 + ,-.（/0.（"））+
1!!23，则系统（!）是渐近稳定的 &!阶线性系统的
稳定性区域如图 #所示 &

图 # !阶线性系统的稳定性区域

在三维非线性系统中，如果系统平衡点的一个

特征值在不稳定的区域中而其他特征值都在稳定区

域中，则称此平衡点是指数为 #的鞍点；如果平衡点
有一个稳定特征值和两个不稳定特征值，则称此平

衡点是指数为 3的鞍点 &在混沌系统中可以证明涡
卷仅仅产生在指数为 3的鞍点附近［#4］&对于混沌系
统 !·’ #（!），其对应的分数阶系统 !!! ’ #（ !）仍保
持混沌的必要条件是平衡点的稳定性保持不变，也

就是系统指数为 3的鞍点的不稳定特征值"满足下
面的条件：

5,6 !!( )3 1 78（"）
9/（"）"! 1 3

!
,-:5,6 78（"）

9/（"( )） &

（;）

;" 基于主动滑模原理的控制器设计

!"#" 滑模控制器设计

给定驱动系统为

!!! ’ "# ! < $#（!）， （=）
其中!为阶数，( )!) #，!!"! 表示系统的状态变

量，"#! "! * !代表了系统的线性部分，$# > "!# "!

是系统的非线性部分 &
给定响应系统为

!!% ’ "3 % < $3（%）< & & （$）

我们的目的就是设计 & 使 ?08
$#@
$% A#!$ ’ (成

立，#为投影同步尺度因子 &
可得误差系统为

!!’ ’ "3 % < $3（%）< & A#"# ! A#$#（!）

’ "’ < (（!，%）< &， （%）
其中 ’ ’ % A#!，" ’ "3，(（!，%）’ $3（%）A#$#（ !）

<#（"3 A "#）! &设计控制器 &!"!，使得

?08
$#@
$’$ ’ (& （4）

根据主动控制设计步骤，可以设计控制器为

& ’ )（ $）A (（!，%）& （B）
误差系统可以重新写为

!!’ ’ "’ < )（ $）& （#(）
基于滑模控制方法，)（ $）可以被设计为

)（ $）’ *%（ $）， （##）
其中 * ’［&#，&3，&!］

C 是常数向量，%（ $）!9!为控

制输入，满足下面的条件

%（ $）’
% <（ $） ’（’）% (，

% A（ $） ’（’）) ({
，
（#3）

其中 ’ ’ ’（’）是滑模面 &误差系统可以记为
!!’ ’ "’ < *%（ $）& （#!）

滑模面定义为

’（’）’ +’， （#;）
其中 + ’［ (#，(3，(!］是常数向量 &系统发生滑模运

动时需要满足以下两个条件：

’（’）’ (， （#=）

’·（’）’ (& （#$）
联立（#!）—（#$）式，可以得到

’·（’）’"’（’）
"’

’·’ "’（’）
"’

!#A!（!!’）

’ +!#A!［"’ < *%（ $）］’ (& （#%）
可得等效控制 %/D（ $）为

%/D（ $）’ A（+*）A# +"’（ $）， （#4）

式中（+*）为非奇异矩阵 &将（#4）式代入（#!）式，可得
!!’ ’（ , A *（+*）A# +）"’ & （#B）

下面选择到达律为指数趋近律

!!’ ’ A )E.6（ ’）A *’， （3(）
其中 E.6（·）表示符号函数，系数 )，* 1 (&
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由（!"），（!#）式可得
!!" $ !!!" $ !［#" % $#（ $）］& （’!）
由（’(），（’!）式就可以得到控制输入为

#（ $）$ )（!$）)!［!（%% % #）" % &*+,（"）］&
（’’）

由（-），（!!）式可得
&（ $）$ ) $（!$）)!［!（ %% % #）"

% &*+,（ "）］) ’（(，)）& （’"）

!"#" 稳定性分析

为了验证从任意初始条件出发的误差系统（!"）
是否始终满足滑模到达条件，即在有限时间内到达

趋近滑模面（!#），考虑如下 ./012,34函数

’ $ !
’ "’， （’#）

对（’#）式求导可得

’·$ ""·$ ) &"*+,（ "）) %"’ & （’5）

因为 "*+,（ "）6 (，% 6 (，& 6 (，得到 ’
·

$ " "·7 (，所以

’
·
（"）负定，故满足滑模到达条件 &
进一步考察当误差系统（!"）到达滑模面时，其

滑动模态是否稳定 &将（’’）式代入（!"）式可得
!!" $［# ) $（!$）)! !（ %% % #）］"

) $（!$）)! &*+,（ "）& （’8）
将 ) $（!$）) ! &*+,（ "）看作是线性分数阶误差系统
的输入，如果

09+（:;+（［# ) $（!$）)! !（ %% % #）］））

6!!<’， （’=）
那么误差系统是稳定的 &［# ) $（!$）) ! !（ %% % #）］
的一个特征值是 ) %，其他的两个特征值与 % 无关，
只与 $ 和! 有关 &只要选择合适的 $ 和 !，就可以
保证这两个特征值满足条件（’=），从而保证误差系
统稳定 &

5 > 仿真研究

$"%" 分数阶 &’(系统

.;2混沌系统是一个三维连续自治系统，其数学
模型为

(·$ )（* ) (），

*·$ +( ) ,(-，

-·$ ) .- % /(’，

（’?）

其中 )，+，.，,，/ 为系统参数 &当 ) $ !(，+ $ #(，. $
’>5，, $ !，/ $ #时，系统处于混沌状态，具有 "个不
稳定平衡点：0( $（(，(，(），0! $（5，5，#(）和 0’ $

（ ) 5，) 5，#(）&系统（’?）在平衡点（ (:@，*:@，-:@）处的

A0B3C;矩阵为

* $

) !( !( (
#( ) -:@ ( ) (:@

?(:@ ( )









’>5
，

其平衡点和相应的特征值为

0( $（(，(，(）：

"! $ ) ’5>8!55，"’ $ !5>8!55，"" $ ) ’>5；

0! $（5，5，#(）：

"! $ ) !=>58!#，"’，" $ ’>5"(= D E!(>"8="；

0’ $（) 5，) 5，#(）：

"! $ ) !=>58!#，"’，" $ ’>5"(= D E!(>"8=" &
分数阶 .;2系统描述如下：

F!(
F $! $ )（* ) (），

F!*
F $! $ +( ) ,(-，

F!-
F $! $ ) .- % /(’ &

（’-）

根据不等式（#），要使系统（’-）产生混沌，则要

满足!6 ’
!

09BG0, !(>"8="( )’>5"(= !(>?5 &所以对于 ! 6!

"(>?8，参数 ) $ !(，+ $ #(，. $ ’>5，, $ !，/ $ # 时
的分数阶 .;2系统是混沌的 &

$"#" 分数阶 )*+,系统

HI:,混沌系统的数学模型为
(·$ )（* ) (），

*·$（ . ) )）( ) (- % .*，

-·$ (* ) +-，

（"(）

其中 )，+，. 为系统参数 &当 ) $ "5，+ $ "，. $ ’?时，
系统处于混沌状态，具有 "个平衡点：0( $（(，(，(），

0! $（ =>-"="，=>-"="，’!）和 0’ $（ ) =>-"="，

) =>-"="，’!）&系统（"(）在平衡点（ (:@，*:@，-:@）处的

A0B3C;矩阵为

* $

) "5 "5 (
) = ) -:@ ’? ) (:@

*:@ (:@ )









"
，
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其平衡点和相应的特征值为

!! "（!，!，!）：

!# " $ %!&’%()，!* " *%&’%()，!% " $ %；

!# "（+&)%+%，+&)%+%，*#）：

!# " $ #’&,*’!，!*，% " ,&*#,! - .#,&’’,+；

!* "（$ +&)%+%，$ +&)%+%，*#）：

!# " $ #’&,*’!，!*，% " ,&*#,! - .#,&’’,+ /

分数阶 0123系统描述如下：

4""
4 #" " $（% $ "），

4"%
4 #" "（ & $ $）" $ "’ 5 &%，

4"’
4 #" " "% $ (’ /

（%#）

根据不等式（,），要使系统（%#）产生混沌，则要

满足"6 *
!

789:73 #,&’’,+( ),&*#,! !!&’* /所以对于 # 6"

"!&’%，参数 $ " %(，( " %，& " *’ 时的分数阶 0123
系统是混沌的 /

图 % #取不同值时两个分数阶 ;<=系统投影同步时的系统相图 （7）#" $ !&(，（>）#" *

!"#" 同结构分数阶 $%&’$%&系统的投影同步

将设计的滑模控制器应用于分数阶 ;<=?;<=系
统的投影同步 /根据滑模控制的设计步骤，选取 !
"［ $ #!，#!，!；,!，!，!；!，!，$ *&(］，" "［# # $ #］，

# "［# # #］@，) " *(，* " !&*，时间步长大小设为

!&!!# /分数阶 ;<=?;<=系统阶次均取为" " !&’A，初
始值分别取为（!&’，!&(，!&#）和（ $ #，$ #，!&)），分别
取#" $ !&(和#" *，在 # " ( B时加入控制 /图 *给
出了#" $ !&( 时的投影同步误差响应图，图 %（7）
和（>）分别给出了#" $ !&(和#" *时分数阶 ;<=?

;<=系统投影同步时的相图 /

图 * #" $ !&(时投影同步误差曲线 （7）+#（ #）的响应曲线，

（>）+*（ #）的响应曲线，（9）+%（ #）的响应曲线
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从投影同步误差曲线图 !中可明显看出，经过
短暂的时间，误差变量 !"（ "），!!（ "），!#（ "）都已稳定

在零点，即两分数阶 $%&系统实现了同步 ’由图 #（(）
和（)）可以看出，响应分数阶 $%&系统状态的幅值分
别是驱动分数阶 $%&系统状态幅值的 *+,倍和 !倍，
两系统的相位分别为反相和同相，即两分数阶 $%&
系统按指定的比例因子实现了投影同步 ’

图 , !取不同值时分数阶 -./0系统和分数阶 $%&系统投影同步时的系统相图 （(）!1 2 !，（)）!1 *+,

!"#" 异结构分数阶 $%&’()*+系统的投影同步

将设计的滑模控制器应用于分数阶 -./0系统
和分数阶 $%&系统的投影同步，其中分数阶 -./0系
统为驱动系统，分数阶 $%&系统为响应系统 ’根据滑
模控制的设计步骤，选取 ! 1 !! 1［ 2 "*，"*，*；3*，

*，*；*，*，2 !+,］，" 1［" " 2 "］，# 1［" " "］4，# 1
",，$ 1 !，时间步长大小设为 *+**" ’分数阶 -./0和

$%&混沌系统的阶次均取为" 1 *+5，初始值分别取
为（*+6，*+,，*+"）和（*+5，*+6，*+,），分别取!1 2 !
和!1 *+,，在 " 1 , 7时加入控制 ’图 3 给出了!1
2 !时的投影同步误差响应图，图 ,（(）和（)）分别给
出了!1 2 !和!1 *+,时分数阶 -./0系统和分数
阶 $%&系统投影同步时的相图 ’
从投影同步误差曲线图 3中可明显看出，经过

短暂的时间，误差变量 !"（ "），!!（ "），!#（ "）都已稳定

在零点，即分数阶 -./0系统和分数阶 $%&系统实现
了同步 ’由图 ,（(）和（)）可以看出，分数阶 $%&系统
状态的幅值分别是分数阶 -./0 系统状态幅值的 !
倍和 *+,倍，两系统的相位分别为反相和同相，即分
数阶 -./0系统和分数阶 $%& 系统按指定的比例因
子实现了投影同步 ’

图 3 !1 2 !时投影同步误差曲线 （(）!"（ "）的响应曲线，

（)）!!（ "）的响应曲线，（8）!#（ "）的响应曲线
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!" 结 论

本文将主动滑模控制方法应用到分数阶混沌系

统的投影同步中，给出了滑模控制器的推导过程 #基
于分数阶线性系统稳定性理论，通过对控制器的稳

定性分析得出：只要选择合适的控制参数 ! 和 " 就
可以保证误差系统稳定 #利用所设计的控制器分别
实现了同结构分数阶 $%&’$%&系统的投影同步和异
结构分数阶 ()*+’$%&系统的投影同步，数值仿真结
果验证了该方法的有效性 #

［,］ $%& ( - .//. !"#$ %&’( # )*+ # !" ,,01（ %+ ()%+*2*）［刘崇新

.//. 物理学报 !" ,,01］

［.］ $% ( 3，3*+4 5 6 .//7 ,&$-( )-.*#-+ # /0$"# # ## 778
［8］ 59%4:9*+;: <，59%4:9*+;: = .//8 %&’( # 123 # 42## # $" /87,/,
［7］ 5* > ?，@& ( A .//B ,&$-( )-.*#-+ # /0$"# # %& .!.
［C］ $& 6 5 .//! %&’( # 42## # D %!& 8/C
［!］ D)EFG H ? .//C ,&$-( )-.*#-+ # /0$"# # #’ ,7C0
［B］ $% ( 5，()*+ 5 I .//7 ,&$-( )-.*#-+ # /0$"# # ## C70
［1］ 5F: -，A& 6 J .//C ,&*+ # %&’( # "& 0/1
［0］ >)F+4 ( K，5F: 6 K，-& $ .//B !"#$ %&’( # )*+ # !’ C,.7（ %+

()%+*2*）［张成芬、高金峰、徐 磊 .//B 物理学报 !’ C,.7 ］

［,/］ ?F%+%*9% I，I*)FL*; 6 ,000 %&’( # 123 # 42## # (# 8/7.
［,,］ ()** ( A，-& M $ .//C ,&$-( )-.*#-+ # /0$"# # #% ,/!8

［,.］ N)F: N O，5F: -，$%& - H .//B !"#$ %&’( # )*+ # !’ !1,C（ %+

()%+*2*）［邵仕泉、高 心、刘兴文 .//B 物理学报 !’ !1,C ］

［,8］ HF+4 - A，P* A 6 .//1 !"#$ %&’( # )*+ # !) ,71C（ %+ ()%+*2*）

［王兴元、贺毅杰 .//1 物理学报 !) ,71C ］

［,7］ ()*+ - I，$%& ( -，$% A - .//1 !"#$ %&’( # )*+ # !) ,7C8（ %+
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