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针对两个双线性耦合的统一混沌系统，通过运用自适应方法实现它们的完全反同步 (自适应控制器和耦合系
数均由 )*+,-./0稳定性理论和最小值定理估计出来，这种方法并不需具体求出耦合系数范围，也无需事先知道耦
合混沌系统的最大值，就能实现反同步 (将这种方法应用到 123.4123.混沌系统的双向耦合情况，数值仿真表明该
方法的有效性和实用性 (
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’ B 引 言

混沌同步在保密通信、信号处理和生命科学等

方面有着十分广阔的应用前景，近年来，人们提出了

许多混沌同步的方法，如自适应控制［’］、主动控制

法［%］、C+;DEA3,,8.F方法［@］、线性控制方法［$］等，最近
人们对利用不同的方法来耦合两个相同或不同的混

沌系统同步产生了很大兴趣［5］(对于耦合的两个相
同的混沌吸引子，确定完全同步状态稳定的条件，通

常是计算相应系统的 )*+,-./0指数，如果所有指数
都是负的，则说明两个系统同步 (但是由于混沌吸引
子的局部不稳定性，这个条件并不能够总是保证高

质量的同步 (文献［#］以系统的瞬间特征值为高质量
同步指标，讨论了两个耦合系统完全同步时的参数

选择问题，指出当运用线性定常系统稳定性判据判

定耦合混沌系统的同步时，尽管能保证瞬间特征值

处处具有负实部，但不能保证高质量的同步，甚至有

可能使同步效果失去，随即提出了利用线性时变连

续系统稳定性理论去确定耦合函数的参数，文献［G］
举例验证了运用时变系统的稳定理论也不能保证完

全同步 (
现在对混沌同步问题的研究已经很成熟，但是

混沌反同步问题仍然是一个新领域，关于它的研究

还很少见报道，混沌反同步和混沌同步具有相似的

一些性质，所以混沌同步问题的一些研究方法在混

沌反同步里也可以适用 (本文对两个统一混沌系统
的线性耦合反同步进行研究分析，运用 )*+,-./0稳
定性理论和最小值理论可以估计出耦合系数 (有很
多方法确定耦合系数，但需要事先知道耦合混沌系

统的最大值，本文提出的最大值自适应率则不用知

道耦合混沌系统的最大值 (

% B 问题的描述

用非线性微分方程描述的统一混沌系统表示为

!·H "! I #（!）I（" < ’）$，

%·H "# I $#（#）< $，
当 " H "，$ H < ’时，双向耦合反同步系统；
当 " H ’，$ H ’时，单向同步系统；
当 " H %，$ H ’时，双向耦合同步系统 (
单向同步包括一个主动方和一个被动方，通过

在被动方引入主动方的控制状态，从而使双方达到

同步 (双向耦合混沌系统同步和单向同步不同，它在
双方都引入了对方的系统状态，可以看成是两个地

位平等的混沌系统的同步 (双向耦合反同步与同步
又有所不同，它要实现的是两个混沌系统的轨迹完

全相反，其他的一些特性与同步相同 (双向线性耦合
混沌系统的自适应反同步一般模型如下：

!
·
J H "!J I %（!J）< &’(J，

%
·
J H "%J I %（%J）< &’(J， （’）
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式中控制矩阵 !" 为保证系统反同步的常数矩阵矢
量，为了计算方便，一般都选择对角矩阵 !" !

"#$%｛!& ’，!& (，!& )｝*可以证明在控制矩阵的参数满足
一定条件下双向耦合混沌系统可以实现反同步 * #&
!［"& ’，"& (，"& )］

+，$& !［ #& ’，#& (，#& )］
+，$ 为连续的非线

性函数，% 为一个常数矩阵，其中 && ! #& , $& !［ %& ’，

%& (，%& )］
+ *

) - 控制器的设计

统一混沌系统的数学模型为

"·!（(.! , ’/）（# 0 "），

#·!（(1 0 ).!）" 0 "& ,（(2! 0 ’）#，

&·! "# 0（（1 ,!3)）&， （(）

图 ’ 456789混沌吸引子

图 ( 4:混沌吸引子

其中!!［/，’］，这代表一族混沌系统 *当!!［/，
/-1］时，该系统属于广义 456789系统，吸引子见图 ’；
当!! /-1时，该系统属于广义 4:系统，吸引子见图
(；当!!［/-1，’］时，该系统属于广义 ;<78系统，吸

引子见图 ) *该系统具备一系列良好的性质，为研究
混沌系统控制与同步提供了一个新的模型和思路 *

图 ) ;<78混沌吸引子

考虑上一部分里介绍的耦合混沌系统模型，则

线性耦合后两个统一混沌系统
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所以系统（)）的动态误差描述为

&
·
& ! %$& 0 ’（$&）0 !"&& , %#& , ’（#&）0 !"&&
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!（! " "# # $$）%% # $$& %%

!（& " "#）%% # $$& %%， （’）

其中 $& ! "$ # $，"#%% ! ’（(%）# ’（)%），& ! ! # $$ (
所以

& !

#（$)! " *+ " $!*） $)! " *+ +
$, # -)! $.! # * # $!$ +

+ + #（（, "!）/- " $!-
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由（’）式还可以推出
# "% * "% - " #% * #% - ! # "% - $% * " #% * $% -，

"% * "% $ # #% * #% $ ! "% $ $% * # #% * $% $， （)）

"# !
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这样，两个线性耦合混沌系统的反同步可以转化

为求动态误差（’）式的渐进稳定性，换句话说也就是求
出适当的耦合系数 $以使动态误差系统渐进稳定 (
设 12345678函数为

*（%%，$&）! %% 9 %% " $（$& +）9（$& +）， （:）
其中 + !［*，*，*］9，计算它的导数，

*·（%%，$&）! %
·
% 9 %% " %% 9 %

·
%

" $（ "$
·

+）9（$& +）" $（$& +）9（ "$
·

+）

! %% 9（&9 " &）%% " %% 9（ "#9 " "#）%%

# ’%% 9$& %% " ’（$& +）9（ "$
·

+）

! %% 9,%% " $% 9 "-$%

# ’%% 9$& %% " ’（$& +）9（ "$
·

+）( （,）

如果选择 # ’%% 9$& %% " ’（$& +）9（ "$
·

+）! +，即
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-

% ! *
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那么

*·（%%，$&）! %% 9,%% " %% 9 "-%% " %% 9,%%

"";3<（ "-）%9 % ! # %% 9.% %%，（*+）

, ! & " &9 ! $
#（$)! " *+ " $!*） # )! " *. +
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.% ! #（, "";3<（ "-）+），

其中";3<（ "-）! "% $
$ " "%# $

-" $# &，& 是统一混沌系

统的最大值，即 & ! ;3<｛= "% =｝，% ! $，-，令#! &#/ $，

所以 .% 需要满足

.% ! $

（$)! " *+ " $!*）## # )! " *. +
)! # *. #（$.! # * # $!$）## +
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根据 12345678稳定性理论可以知道，当 .% 为正

定矩阵时，*
·
为负定，即误差系统渐进稳定 (如果矩

阵 .%的各阶主子式均大于零，则 .%为正定 (

$% ! .% %% ! ’% > + （ % ! *，$，⋯，&），（*$）

由（*$）式可以解得，

!% % ! (%（’*，’$，⋯，’%）

（ % ! *，$，⋯，&）， （*-）
并且
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! !，!
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!#"
" !

（ $ " #，$，⋯，" % #），（ " " #，$，⋯，%）& （#’）
如果耦合系数之和取最小值，则其各耦合系数相差

最小，令

& " ()*（!+ #，!+ $，!+ ,）& （#-）
由（##）—（#,）式可以得到

!+ # " % - % $-!.$ /".$ / ## .’，

!+ $ "（（#!! % ,0）$

/（% $ / -0! / $"）## / #$）.（’##），

!+ , "（（% #1 % $! / 1"）#$ / ,#,）.（#$#$）&（#1）
由（##）式可以知道 ## 和 #$ 相互独立，#$ 和

#, 满足如下关系：

#, " $（（0 /!）., / $!+ , %"）#$ & （#2）
因为 #$ 和 #, 均为正数，所以

!+ , 3 %（0 /!）.1 /".$ & （#0）
由于 #$ 和 #, 满足一定关系，而 ## 和它们相

互独立，所以

&（!+ #，!+ $，!+ ,）" !+ # / !+ $ / !+ ,

" &（##，#$）& （#4）

根据最小值定理，当!&
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$

时，在点（#"# ，#"$ ）取得最

小值，必要条件!&
!##

" !，!&
!#$

" ! &

!&
!##

"（#$
# %（#!! % ,0）$ % #$）.（’##）" !，

!&
!#$

" #.（’##）! ! （$!）

符合条件的最小值点

#"# " ,0 % #!! 3 !，#"$ # !/ & （$#）
所以将点（#"# ，#"$ ）代入（#1）式，

!+ # " 4.$ % #-! /（$$.’）%+，

!+ $ " 4 / #$! /（$$.’）%+，

!+ , " % ’., %!.1 /（$$.’）%+ & （$$）
即

!+ " " ’" / ("%+ " （ " " #，$，,）& （$,）

求 !
·
+

"，有

!
·
+

" " (" %
·
+ " & （$’）

由（4）式和（$’）式可得

%
·
+ " %

,

" " #
(" )+ $

" .%
,

" " #
($" & （$-）

’5 数值仿真

数值仿真中，采用自适应步长算法进行仿真分

析，当!" #时，为 678*系统，设两个系统的初始值
为 *+ ! "［-!，-!，!］，++ ! "［!，!，-!］，最大值 %+ " #，两
个线性耦合的统一混沌系统的反同步曲线如图 ’所
示，动态误差曲线如图 -所示 &

图 ’ 678*系统和 678*系统的反同步曲线 （9）*# 和 +# 的反

同步曲线，（:）*$ 和 +$ 的反同步曲线，（;）*, 和 +, 的反同步

曲线

数值仿真中，采用自适应步长算法进行仿真分

析，当!" !50时，为 <=系统，设两个系统的初始值
为 *+ ! "［$-，,$，!］，++ ! "［!，!，% #$］，最大值 %+ " ,，
两个线性耦合的统一混沌系统的反同步曲线如图 1
所示，动态误差曲线如图 2所示 &
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图 ! 当!" #时，两个线性耦合的统一混沌系统的动态误差曲线 （$）!# 的误差曲线，（%）!& 的误差曲线，（’）!( 的误差曲线

图 ) *+系统和 *+系统的反同步曲线 （$）"# 和 ## 的反同步

曲线，（%）"& 和 #& 的反同步曲线，（’）"( 和 #( 的反同步曲线
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图 ! 当!" #$%时，两个线性耦合的统一混沌系统的动态误差曲线 （&）!’ 的误差曲线，（(）!) 的误差曲线，（*）!+ 的误差

曲线

,$ 结 论

本文以统一混沌系统为例，研究了混沌系统的

反同步方法，采用自适应的方法使统一混沌系统达

到了反同步 -与其他反同步方法相比，本文方法实现
简便，能很快达到反同步 -数值仿真进一步验证了该
方案的有效性 -
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