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采用能量变分法导出的控制微分方程的齐次解作为梁段的有限元位移模式，建立了考虑初曲率的弯曲、扭转、

剪力滞耦合和畸变的半解析有限段模型 *由直接刚度法导出了梁段单元的刚度矩阵；由功能原理获得单元荷载列
阵，提出了一种能对工程中常用的多跨连续曲线箱梁剪力滞计算的有限段法 *制作了一两跨连续曲线箱梁有机玻
璃实验模型，分别进行了在集中荷载和均布荷载作用下的剪力滞效应实验研究 *其结果与有限段法计算结果以及
有限元法的计算值均符合良好，从而验证了有限段方法的正确性 *
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! ? 引 言

箱形截面梁具有结构自重较轻，抗弯抗扭刚度

大，便于现代化施工等优点，被广泛应用于国内外桥

梁建设上 *腹板间距较大的宽箱梁承受对称弯曲荷
载时，翼板将产生剪切变形，导致翼板上的正应力沿

宽度方向呈不均匀分布，其间存在剪滞效应 *以往应
用有限段法［!—(］研究剪力滞，主要都是用于直线箱

梁的剪力滞分析 *曲线箱梁由于存在弯扭耦合作用，
使得剪力滞分析变得复杂，它的计算与分析通常运

用空间有限元技术［$—!#］，但是计算量大，不便于工程

应用 *本文将分析直线箱梁剪滞效应的有限段法［!+］

推广到曲线箱梁中去 *文中采用能量变分法导出的
控制微分方程［!(］的齐次解作为梁段的有限元位移

模式，由直接刚度法导出了梁段单元的刚度矩阵；由

功能原理获得单元结点荷载列阵，建立了考虑初曲

率的弯曲、扭转、剪力滞耦合和畸变的半解析有限段

模型 *将三维空间问题简化为一维空间，实现了在结
构分析中自动计入剪滞效应和畸变效应的功能 *制
作了一两跨连续曲线箱梁有机玻璃模型，进行了在

集中荷载和均布荷载作用下的剪滞和畸变效应实验

研究，并结合模型梁作了有限元的数值分析 *本文方
法计算结果与模型实验的实测值以及有限元法的计

算值均符合良好，从而验证了有限段方法的正确性 *

# ? 基本假定

为描述曲线箱梁，采用三维直角流动坐标系，每

一截面的局部坐标原点均在箱梁截面的形心上，!
轴指向曲率半径的切线方向，"，#，! 符合右手螺旋
法则，曲线箱梁截面尺寸及坐标系如图 !所示 *曲线
箱梁在分布竖向荷载和分布扭矩作用下，产生竖向

弯曲和扭转如图 #所示 *
图 !及图 # 中，$%（ % @ !，#，+）分别为悬臂板净

宽和顶、底板净宽的一半；&
—
为箱梁上翼板的宽度；

’%（ % @ !，#，+）分别是箱梁形心轴至悬臂板、顶板和
底板中面的距离；’ 为箱梁的高度；(，)，* 分别为
坐标 "，#，! 方向的位移；+%（ % @ !，#，+）分别为悬臂
板，顶板和底板的厚度；+3，!分别是腹板的厚度和
倾角；,& 为箱梁中线的曲率半径；-# 为剪力；." 为

弯距；/! 为扭距；, 为箱梁的曲率半径；!
—
为箱梁的

中心角 *
根据薄壁结构理论，本文采用以下的基本假定：

!）竖向弯曲考虑初曲率的影响，其他变形不考
虑初曲率的影响 *

#）只在竖向弯曲中计入剪力滞效应 *
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图 ! 曲线箱梁截面尺寸及坐标系示意图

图 " 曲线箱梁荷载示意图 （#）分布扭矩 !"，（$）分布竖向

荷载 #$

%）翼板和腹板的平面外无限柔性，腹板中的应
力可以由初等梁理论来确定，其应变能仅计算弯曲

应变能 &
’）忽略顶、底板竖向纤维间的挤压变形（!$ (

)）、横向变形（!% ( )）、板平面外的剪切变形（""$ (

"%$ ( )）&

*）畸变由平面外的畸变横挠和平面内的畸变翘
曲组成，取截面的畸变角"为畸变广义坐标 &

+）由于翼板除产生服从平截面假设刚性截面的
均匀位移外，尚有剪力滞引起的翘曲位移 &所以除了
竖向位移函数 &（ "）和扭转位移函数#（ "）外，尚需
增设另外一个量测剪滞效应尺度的翼板剪力滞翘曲

位移函数$
—

’（%，$，"）（ ’ ( !，"，%），才能准确地描述

曲线箱梁翼板沿宽度方向的纵向位移 &根据文献
［!*，!+］的研究，将翼板横截面上的悬臂板、顶板、底

板的剪力滞翘曲位移函数假设为

$
—

’（%，$，"）(! (’ ! , %%
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’
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（, )’ " % " )’），（ ’ ( !，"，%）， （!）
式中，*（ "）为翼板纵向位移差函数 &

-）不考虑曲率变化对剪应力%产生的影响 &
根据上述假定，曲线箱梁翼板上的正应变，除了

服从平截面假设刚性截面均匀位移产生的考虑曲率

沿梁宽变化影响的正应变!"! ’（ ’ ( !，"，%）外，尚需要
补充由剪力滞翘曲位移产生的正应变!"" ’（ ’ ( !，"，
%），可以写成

!’ (!"! ’ .!"" ’

( / (’ +% ! . %( ), . ! , %%
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’
*0（ "[ ]）

（ ’ ( !，"，%）， （"）
式中，+% 为梁轴线处的曲率 &

% 1 梁段单元的位移模式

根据上述基本假定和图 "所示荷载条件，可建
立箱梁的总势能泛函，通过变分运算，可得到剪滞控

制微分方程和边界条件［!’］如下：
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式中，! 和 ’ 分别为弹性模量和剪切模量；(. 为抗

扭惯性矩；"!为扇性惯性矩；"/ % "0 " " 1
)-
-

$- " "&
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)-
&

*$( )- " "-
)-
-

*$- " "*
)-
*

*$-为广义惯性矩；

" 1 %
-
* *2（+*

- " +*
*）为两腹板的惯性矩；", % -+-

, *,),（ ,

% &，-，*）分别是悬臂板、顶板和底板对截面中心轴
的惯性矩；*,（ , % &，-，*，2）分别为悬臂板，顶板，底
板和腹板的厚度；" ’ % "& " "- " "* 为翼板惯性矩；

"0 % " ’ " " 1为截面惯性矩；" ’# % -+-
&

*&
)&

" -+-
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)*
为广义惯性矩；

-.

$ 为等代分布扭矩；", 为

畸变翘曲惯性矩；(, 为箱梁抗畸变框架刚度 3
将曲线箱梁沿桥跨方向分成若干个梁段（单

元）3每一个单元的两端结点各有 4个位移基本未知
量，即 #（挠度）、##（转角）、!（扭转角）、!#（扭率）、&
（翼板纵向位移差函数）、#（畸变角）、##（畸变翘曲
位移）3
则梁段的位移模式来自剪滞控制微分方程

（*）—（5）式的齐次解为
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式中，0*，3*，-*，2，4，5*，6*，$是与结构截面尺寸
有关的常数；1,（ , % &，-，⋯，&)）是积分常数 3
所建立的位移模式中，由 #，!，&，#四个位移量，

反映了 4个自由度 3故考虑剪力滞效应和畸变效应的
梁段单元左右端的位移参数，可表示为位移列向量

｛!｝= %［ #, ##, !, !#, &, #, ##,
#7 ##7 !7 !#7 &7 #7 ##7］.，（-&）

式中，#, 和 #7 分别为 , 和 7 端的竖向杆端位移；##, 和
##7 分别为 , 和 7 端的杆端转角；!, 和!7 分别为 , 和 7
端的杆端扭转角；!#, 和!#7 分别为 , 和 7 端的杆端扭
率；&, 和&7 分别为 , 和 7 端的翼板的最大纵向位移
差；#, 和#7 分别为 , 和 7 端的杆端畸变角；##, 和##7
分别为 , 和 7 端的杆端畸变曲率 3

) > 单元刚度矩阵

根据力与变形的关系，按位移法原理，可建立梁

段单元的刚度方程，即
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［!］!［!］! "｛"｝!， （##） 式中，［!］! 为单元刚度矩阵，而且是对称矩阵，即

［!］! "
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由边界条件（,）—（$%）式可知，与位移分量 "
（挠度）、"-（转角）、!（扭转角）、!-（扭率）、#（翼板纵
向位移差函数）、"（畸变角）、"-（畸变翘曲位移）对
应的内力为
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从刚度元素的物理含义可得如下各刚度元素的计算

公式：
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!!"" # #$ $
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( # )
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!!%" #［+ #$,"!］ ( # )， （&%）

!!&" #［#$,"’］ ( # ) - （&&）
为了求出单元刚度矩阵中的各个元素，根据梁

段位移模式，由结点端条件（ * 端 ( # .，+ 端 ( # )）可
以得到关于积分常数的 !&元 !次线性方程组，依次
令单元结点位移，%*，%**，!*，!**，&*，"*，"**，%+，%*+，

!+，!*+，&+，"+，"*+ 中的一个位移分量为单位位移，其
他位移为零，可以从上述 !&元 !次线性方程组中解
出相应位移分量发生单位位移时的积分常数 ,!—

,!& -将积分常数代入梁段位移模式公式中，便得到
结点发生单位位移时的单元变形函数 -再代入各刚
度元素的计算公式中，便求出 !*"（ *，" # !，"⋯，!&）-

/ 0 单元荷载列阵

在（""）式的刚度方程中，｛!｝1 为梁段单元结点
荷载列向量，可表为

｛!｝1 #［-* .* /* 0* 1* -,* 0,*

-+ .+ /+ 0+ 1+ -, + 0, +］
2，（&/）

式中，-* 和 -+ 是对应结点位移 %* 和 %+ 的剪力；.*

和.+ 是对应结点位移 %** 和 %*+ 的弯距；/* 和 /+ 是对

应结点位移!* 和!+ 的扭距；0* 和 0+ 是对应结点位

移!** 和!*+ 的扭转翘曲双力距；1* 和 1+ 是对应结点

位移&* 和&+ 的广义弹性抗力；-,*和 -, +是对应结

点位移"* 和"+ 的畸变力；0,*和 0, +是对应结点位移

"** 和"*+ 的畸变双力矩 -

图 & 测点布置平面图 （3）顶板测点布置位置图，（4）底板测点布置位置图

传统的梁单元由于采用平截面变形的假定，当

其截面几何要素沿单元是常量时，杆间荷载引起的

杆端反力与截面几何特征无关 -但是考虑剪力滞的
梁段单元反映剪力滞变化规律的纵向位移差函数，

将随荷载情况不同而改变，从而单元截面的变形没

有恒定的模式，因此各种杆间荷载引起杆端反力均

与截面的几何要素有关 -为了形成单元结点荷载列
阵，本文利用求单元刚度矩阵元素时所得到的杆端

只发生一单位位移时的单元位移函数，由虚功原理

求出薄壁曲线箱梁在 &种代表性荷载（集中竖向荷
载 2、集中扭矩 /、均布荷载 34 和均布扭矩5(）作用

下的结点荷载列阵［!&］（由于篇幅所限，具体公式不

一一列出）-

5 0 实验验证

!"#" 模型实验

为了验证本文的理论分析，制作了一个两跨等

截面连续曲线箱梁有机玻璃模型 -桥跨的布置为 &/
67 ( &/ 67，曲线箱梁桥的中线曲率半径为 ’中线 #
&"0)8 67，曲线箱梁桥的中心角为## !".9，每一跨

为#" # 5.9-模型的截面尺寸如图 %所示 -

图 % 截面尺寸图（单位：67）

实验时，在典型横截面上布置了应变片 -为了提
高测试精度，减少加载点对测点应变的影响，在翼板

5..& 物 理 学 报 /:卷



的同一位置上下两面均贴双向应变片 !为了测试该
模型的剪滞效应，分别在图 "所示的两个截面处布
置了测点 !截面!、截面"顶板上下面各贴 ##个测
点，底板上下面各贴 $个测点，共计 %"个测点 !各测
点在横截面上的布置如图 $所示 !实验时主要测试
跨中截面!和靠近支座截面"的剪滞效应 !

图 $ 测点布置横断面图（单位：&’）

实验共分两种工况：（(）一跨跨中正对腹板位
置的上翼板处对称地施加竖向集中荷载；（)）正对
腹板位置的上翼板处对称地施加均布竖向线荷载 !
竖向集中荷载是采用杠杆，并通过分配梁下垫

小钢球传力加载，两小钢球分别对准腹板的上翼板

处 !为了测试施加荷载的大小在加力点处安装一个
拉压传感器；为保证荷载读数准确，实验过程中调整

支点高度，保证杠杆的水平 !
竖向均布荷载是先在两腹板上方放置两条! *

’’橡胶垫条，保证荷载均布，然后将特制条形砝码
对称地横跨搁置在两个垫条的上面进行加载，特制

条形砝码尺寸为 + &’ , " &’ , -+ &’，标准质量
为 + ./!
实验分 $级（集中荷载）和 - 级（均布荷载）加

载，由于有机玻璃的变形持续时间较长，不易稳定，

为保证数据的稳定性，每次加载后 #0 ’12才开始读
数，并记录下来 !
应变值采用静态电阻应变仪，并用半桥测量和

通过电脑采集 !挠度值采用百分表测定 !实测的材料
泊松比"3 04-+，弹性模量 ! 3 +4% 567!
本文根据实验模型梁的尺寸和荷载工况，还应

用 (2898有限元软件进行计算分析，采用 (2898程序
中的 8:;1<"$实体单元模拟曲线箱梁的翼板、腹板以
及横隔板，共分 -0=0*个单元 !

!"#" 结果与比较

利用本文有限段法和有限元法，计算了分别在

集中荷载（" 3 04+*= .>）和均布荷载（ # 3 04-== .>?
’）作用下跨中截面!、中间支座截面"（如图 "）的
正应力，其结果与实验值一并列于表 #、表 +以作比
较，表中数据对应的测点号见图 $所示，荷载布置示
意图如图 %所示 !

图 % 荷载布置示意图 （7）承受集中荷载，（@）承受均布荷载

从表 #和表 +可以看出：
#）本文有限段法计算结果与实验值以及有限元

计算结果均符合较好，特别是靠近腹板处翼板的最

大应力值符合得更好，说明本文方法能满足工程精

度要求 !
+）由于本文方法将翼板作了平面应力假定，忽

略翼板的横向剪切变形（#$ 3 0），尽管所获得的最

大应力值与实验应力值相接近，但是悬臂板的自由

端仍存在较大的误差，尤其是梁的外侧 !
-）底板的实测应力值与理论计算值比上翼板的

结果符合得更好 !
"）对于大曲率箱梁，考虑初曲率影响的结果比

不考虑初曲率影响的结果更接近实验值 !
$）无论是在对称集中荷载还是在对称均布荷载
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表 ! 二跨连续曲线箱梁受一跨跨中集中荷载作用下的应力结果（单位：!" # ! $%&）

位置 测点
截面! 截面"

不考虑初曲率方法 本文方法 实验值 有限元法 不考虑初曲率方法 本文方法 实验值 有限元法

上翼板 ! # !’((! # )’(** # )’"!+ # )’,+" " ’(-, " ’,." " ’-(. " ’.-/

) # !’.)" # )’/)! # )’!,- # )’.-( " ’/-- " ’,-" " ’-*- " ’,")

( # )’+)+ # (’/(- # (’.!! # (’,(! ! ’""+ ! ’!+, ! ’)!. ! ’)"!

/ # )’+-/ # (’/!) # (’))! # (’.*( ! ’"(" ! ’!+" ! ’)(+ ! ’"+!

* # !’*"/ # !’,*( # !’+)- # !’-)/ " ’//* " ’*(. " ’*-+ " ’*!)

. # !’"(- # !’""! # !’!"! # "’+"" " ’)-! " ’)., " ’),( " ’)*(

, # !’"). # "’.,( # "’,/" # "’."* " ’("/ " ’!,, " ’!*+ " ’!+/

- # )’"-- # !’(-, # !’*"* # !’)/- " ’,.- " ’*!- " ’/.+ " ’**+

+ # !’+-- # !’)!. # !’(!, # !’"+/ " ’,)* " ’/*" " ’/!* " ’/,(

!" # "’-*- " ’"/( # "’//- # "’/(* " ’)(+ # "’"-, " ’!!- " ’!")

!! # "’,/* " ’)"" # "’)(! # "’!,* " ’!,/ # "’!(! " ’"!/ " ’"(*

底板 !) / ’,)- * ’(,/ * ’+"! * ’!(. # !’.(, # !’-,- # !’,-" # !’+.*

!( ) ’(+" ) ’,.* ) ’./- ( ’"/! # "’,!* # "’-*( # "’-!) # "’+(-

!/ ! ’*.. ! ’*!" ! ’/!! ! ’(*+ # "’/)/ # "’/"/ # "’(.! # "’(-,

!* ! ’/)+ " ’-+* " ’+-! " ’-"* # "’/!* # "’))( # "’)/* # "’)""

!. ) ’+). ! ’-., ) ’"(( ! ’,!" # !’",. # "’.++ # "’,.- # "’.)+

表 ) 二跨连续曲线箱梁受均布荷载作用下的应力结果（单位：!" # ! $%&）

位置 测点
截面! 截面"

不考虑初曲率方法 本文方法 实验值 有限元法 不考虑初曲率方法 本文方法 实验值 有限元法

上翼板 ! # "’,,( # !’!*- # !’"/* # "’+/" " ’*(* ! ’(/" " ’++) ! ’!"(

) # "’-." # !’!.! # !’!"! # !’"// " ’-)/ ! ’/*/ ) ’"(/ ! ’,/*

( # !’)*" # !’/** # !’*)" # !’(.- ! ’+-. ) ’(+( ) ’))/ ) ’/,)

/ # !’)*) # !’/), # !’/+! # !’(/) ) ’",* ) ’/!+ ) ’),, ) ’))+

* # "’,** # "’-/( # "’--" # "’,+) " ’+() ! ’!)+ " ’++( ! ’".,

. # "’**! # "’*)* # "’*., # "’**) " ’.,. " ’./, " ’.!. " ’.")

, # "’/-! # "’((. # "’)-, # "’(!. " ’-!" " ’*(/ " ’*), " ’*-.

- # "’,(. # "’/,. # "’/(. # "’/+" ! ’-/. ! ’("( ! ’/". ! ’/)!

+ # "’.+( # "’/"( # "’(-* # "’(+/ ! ’-") ! ’)"/ ! ’(** ! ’/,"

!" # "’(." # "’""/ # "’!!/ # "’!!- " ’-,/ " ’!., " ’/!" " ’/,/

!! # "’()- " ’!"- # "’"!) # "’")/ " ’-!- " ’!*, " ’(!" " ’).(

底板 !) ) ’"*. ) ’()! ) ’/)* ) ’!-) # (’"/! # (’*.! # (’(-( # (’*(,

!( ! ’))+ ! ’(.) ! ’/(/ ! ’)+( # !’(*+ # !’.*. # !’.-- # !’-,.

!/ " ’-(! " ’,+) " ’-)( " ’,*. # !’")! # "’+,, # "’-.( # "’+*+

!* " ’.(* " ’/!, " ’/(* " ’/)+ # !’)," # "’-*( # "’.,, # "’,*)

!. " ’+// " ’**" " ’*/! " ’*.* # )’-,/ # )’"** # !’+/. # !’-*/

作用下，曲线箱梁内侧的正应力比外侧的大 ’
.）模型实验表明，两跨连续曲线箱梁存在显著

的剪滞效应、畸变和扭翘效应，尤其对大曲率连续曲

线箱梁设计时应注重考虑初曲率影响与剪滞、畸变
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和扭翘效应 !

" # 结 论

$）将直线箱梁中分析剪力滞效应的有限段法推
广到曲线箱梁中并结合考虑初曲率和畸变的影响，

其结果比较符合实际情况 !
%）本文提出了一种以薄壁曲线箱梁剪力滞控制

微分方程的齐次解作为梁段单元的位移模式，进而

建立了考虑弯曲、扭转和剪力滞耦合（考虑初曲率影

响）及畸变效应的半解析有限段模型，将三维空间问

题简化为一维空间，实现了在普通梁杆单元中计入

剪力滞效应和畸变效应的功能 !比以往剪力滞理论
有了发展，因此更具有一般性 !

&）经模型实验和通用有限元方法验证，本文提
出的有限段法是符合实际情况的 !所建立的方法适
用于等高度和变高度的直、曲线箱梁剪力滞分析和

计算 !与一般有限元法相比，大大节省时间和降低
费用 !

’）本文将理性有限元和解析有限元的思想用于
薄壁曲线箱梁的剪力滞分析，该方法不仅单元划分

少、计算简便，而且计算精度高 !实例显示了该方法
良好的潜力，为薄壁箱梁等复杂结构的剪力滞研究

开拓了一条有效的途径，在结构分析及设计中具有

广阔的发展前景 !

本文的实验工作得到了饶德军高级实验师和熊稚军、杜

嘉斌研究生的帮助，谨此致谢 !
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