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提出了一个新的物理参量“(弹性常数”，并阐述了其物理含义 )并将其应用于具有立方晶系结构的多晶体材
料，推导了立方晶系结构的多晶体材料的 (弹性常数，通过算例与具有立方晶系结构的多晶体材料的 *射线弹性
常数进行了比较 )运用这个 (弹性常数进一步推导出的多晶体材料整体的机械弹性常数的表达式与 +,-./,的研究
结果完全符合 )
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! @ 引 言

众所周知，单晶体材料一般来说均显示出力学

的各向异性，但由单晶体所组成的多晶体材料，由于

其中单晶体为杂乱无章地分布，且在三维空间中各

取向上的分布几率几乎相同，从而导致其组成的多

晶体材料的宏观力学特性显示为各向同性 )另一方
面，因 *射线测定法是与材料的衍射面相关联的方
法［!］，所以 *射线弹性常数则为含有衍射面法向（!
A（!，"，#））的函数，而进一步将 *射线的弹性常
数就其衍射面法向（!，"，#）进行全空间的平均即可
得到该多晶体材料的机械弹性常数［#—B］)即多晶体
材料的机械弹性常数是与材料的衍射面无关的参

量 )但是，*射线的测试方法仅是物理学中的物性测
试方法之一，其应力测定法实际上就是通过应变来

确定应力，而不能通过应力来确定应变 )为此，我们
寄希望于物理学上出现新的与 *射线的应力测试
方法相对应的由应力测试得出应变的新测试方法 )
为了其物理学上研究的完整性，在此我们提出

“(弹性常数”的概念 )之所以称之为“(弹性常数”
是因为我们在该领域的研究过程中发现了这一新的

物理参量而至今又找不到一个合适的名称，故暂且

称之为“(弹性常数”)所谓“(弹性常数”，在晶体材

料中是指与结晶面相关的物理参量，即不同晶面的

(弹性常数具有不同的值，其是晶面指数的函数 )通
过应力一定的 C/DEE模型［&］和建立在其基础上并考
虑到物体中不同领域之间相互作用的 +,-./,3C/DEE
模型所求出的 (弹性常数就是目前被公认且广泛
地应用于通过 *射线来测试材料应力的研究领域
中的由 C/DEE模型［&］和 +,-./,模型［0］而得到的 *射
线弹性常数［’］，由于篇幅所限就不在此赘述 )另一方
面，我们试图在本文中通过立方晶系单晶体所构成

的多晶体材料的弹性常数之论述，给出 (弹性常数
的严密物理解释；并完善物理学上应变一定的 F>6:G
模型［%］和建立在其基础上的并考虑到物体中不同领

域之间相互作用的 +,-./,3F>6:G模型 )本文中我们将
不再采用通常所用的张量表示法，而是尽量采用矩

阵表示 )这是因为四阶张量将会出现 %!个参量，而
0 H 0的矩阵则仅有 I0 个参量，虽然矩阵的表示没
有张量表示简洁，且要占用大量的篇幅，但矩阵的表

示却为随后的具体计算带来极大的方便，并可尽量

减少计算的工作量 )另外，在以后的六方晶系、正方
晶系，斜方晶系以至于任意晶系等结构所构成的多

晶体材料的研究中可以看到，在某些参量的推导过

程中需要进行求逆的运算，而对于矩阵的求逆我们

可比较容易地进行，但要对一个四阶的张量求逆则

将是一个相当繁杂的运算 )
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!" #弹性常数的导出和多晶体材料的
弹性常数

!"#" 宏观分析

图 $给出了材料整体坐标系［ !］与实验坐标系
［"］中的方向 "% 之间的方位关系 &不妨设方向 "%

相对于材料整体坐标系［!］的方向余弦为 "%（ #，$，

%），则由图示可得
# ’ ()*!+,("，$ ’ ()*!()*"，% ’ +,(!& （$）

因此，方向 "% 的宏观应力#"!为
［-，$.］

#"! ’ #!#$$ / $!#!! / %!#%%

/ !（$%$!% / %#$%$ / #$$$!）& （!）
当多晶体材料整体为各向同性时，则其应力与应

变为
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这里，%为多晶体材料的拉梅（0123）常数，且满足关
系式%’ !&)4（$ 5 !)），&’ & 4［!（$ /)）］，而 &，)，&
则分别为多晶体材料的杨氏模量、泊松比和剪切

模量 &
当我们着眼于多晶体材料整体只受主应力作用

时，即$$! ’$!% ’$%$ ’ .，则由（%）式可知($! ’(!% ’

(%$ ’ . &因此，（!）式可进一步简化为

#"! ’ #!#$$ / $!#!! / %!#%% & （6）
将（%）式代入（6）式后整理可得

#"! ’%（’$$ /’!! /’%%）/ !&（ #!’$$

/ $!’!! / %!’%%）& （7）
在此为了使所论述的问题得以简化，不妨令"’ .8&
将此条件代入（$）式后再代入（7）式，从而使应力#"!
进一步简化表述为

#"! ’ !&（’$$ 5’%%）()*!!
/ !&’%% /%（’$$ /’!! /’%%）& （9）

图 $ 宏观分析示意图

!"!" 微观分析

!"!"$" 根据 :,);<模型进行的分析
现着眼于图 $中 !% 方向上的应力，令 !% 方向

相对于立方晶体坐标系［’］的方向余弦为 !%（ (，

)，*），则 !% 方向上的宏观应力#!%（与第一节中的

#"!等同）与坐标系［’］中的应力分量（#+，#,，#-，$,-，

$-+，$+,）的关系为
［-，$.］

#!% ’ (!#+ / )!#, / *!#- / !（ )*$,-

/ (*$-+ / ()$+,）& （=）
此时，相对于坐标系［’］，立方晶系结构的单晶体其
应力与应变的关系为
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将（>）式代入（=）式并整理后得到

#!% ’ .$$（(!’+ / )!’, / *!’-）/ .$!［（ )! / *!）’+

/（(! / *!）’, /（(! / )!）’-］

/ !.66（ )*(,- / (*(+- / ()(+,）& （-）
另一方面，在坐标系［ !］中的坐标轴 !$，!!，!%

轴相对于坐标系［’］的方向余弦不妨设为 "$（ #$，

$$，%$），"!（ #!，$!，%!），"%（ #%，$%，%%）&将其归纳
整理如表 $所示 &然后让我们来考虑坐标系［’］中
的应变分量与坐标系［ !］中应变分量之间的关系，
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在着眼于多晶体材料整体仅受主应力的情况下，即

!!" #!"$ #!$! # %，则由（$）式可知"!" #""$ #"$! #
% &因此，下式所示之关系式成立［’］：

#! # ""!#!! ( """#"" ( ""$#$$，

## # $"
!#!! ( $"

"#"" ( $"
$#$$，

#% # &"
!#!! ( &"

"#"" ( &"
$#$$，

"#% # "（$! &!#!! ( $" &"#"" ( $$ &$#$$），

"!% # "（ "! &!#!! ( "" &"#"" ( "$ &$#$$），

"!# # "（ "!$!#!! ( ""$"#"" ( "$$$#$$）&

（!%）

将（!%）式代入（’）式后整理可得

$!$ # ’!!［("（ ""!#!! ( """#"" ( ""$#$$）( )"（$"
!#!!

( $"
"#"" ( $"

$#$$）( *"（&"
!#!! ( &"

"#"" ( &"
$#$$）］

( ’!"［（ )" ( *"）（ ""!#!! ( """#"" ( ""$#$$）

(（(" ( *"）（$"
!#!! ( $"

"#"" ( $"
$#$$）

(（(" ( )"）（&"
!#!! ( &"

"#"" ( &"
$#$$）］

( )’))［ )*（$! &!#!! ( $" &"#"" ( $$ &$#$$）

( (*（ "! &!#!! ( "" &"#"" ( "$ &$#$$）

( ()（ "! $!#!! ( "" $"#"" ( "$ $$#$$）］&
（!!）

表 ! 坐标系［+］与［,］的方向余弦

坐标轴 +! +" +$

! "! "" "$

# $! $" $$

% &! &" &$

这里，因立方晶系的单晶体为杂乱无章地分布，

且在三维空间中各取向上的分布几率几乎相同，所

以应就三维空间的所有方向进行平均，通过求解其

平均应力!!$能够最终确定其宏观应力 &在此，与第
一节相同，不妨令%# %*，并首先在其晶面内进行取

向平均，求出其平均应力$!$
+ 为

$!$
+ #!

""

%
$!$ ,&

!
""

%
,&

& （!"）

在此我们应用应变一定（即应变#!!和#""以及#$$为

一不变的量）的 -./01模型［2］，就多晶体材料在某一
晶面内进行平均，将不变的参量提到平均的积分外，

利用（!!）式积分可得

$!$
+ #［ ’!! 3 ’!" 3 $（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’］（#!!

3#$$）4/5"( (［ ’!! 3 ’!" 3 $（ ’!! 3 ’!"
3 "’))）’］#$$ (［ ’!" (（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’］

6（#!! (#"" (#$$）， （!$）
其中，’ # (" )" ( )" *" ( *" ("，（(，)，*）为立方晶系
之晶面法向余弦 &
比较（!$）和（7）式可得含有晶面法线（ " #（ (，

)，*））的 +弹性常数可由下式决定：

)+（(，)，*）#
’!! 3 ’!"

" 3 $
"（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’，

（!)）

*+（(，)，*）# ’!" (（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’ & （!8）

又因)# -
"（! (+）
，*# ")+

! 3 "+
，则进一步可得

! (+( )- +
# !

’!! 3 ’!" 3 $（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’
， （!7）

3 +( )- +
#

’!" (（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’
（ ’!! ( "’!"）［ ’!" 3 ’!! ( $（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’］

， （!9）

-+（(，)，*）#
（ ’!! ( "’!"）［ ’!! 3 ’!" 3 $（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’］

’!! ( ’!" 3（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’
， （!2）

++（(，)，*）#
’!" (（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’

’!! ( ’!" 3（ ’!! 3 ’!" 3 "’))）’
& （!’）

多晶体材料的机械弹性常数应将 +弹性常数
进一步就（(，)，*）在整个三维空间进行取向平均而
得到，即是与晶面指数无关的弹性参量 &通过计算可
得"’ # !:8［!!］，则多晶体材料的机械弹性常数中的杨
氏模量 -、泊松比+以及剪切模量)分别为

); #
’!! 3 ’!" ( $’))

8 ，
（"%）

*# #
’!! ( )’!" 3 "’))

8 ，

! (+( )- ;
# 8

"（ ’!! 3 ’!" ( $’))）
， （"!）
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! !( )! "
# !
（ "$$ % &"$’ ! ’"&&）

’（ "$$ % ’"$’）（ "$$ ! "$’ % ("&&）
，

（’’）

!" #
（ "$$ % ’"$’）（ "$$ ! "$’ % ("&&）

’"$$ % ("$’ % "&&
，

!" #
"$$ % &"$’ ! ’"&&

’（’"$$ % ("$’ % "&&）
) （’(）

以上就是根据应变一定的 *+,-.模型而得到的由立
方晶系结构的单晶体所构成的多晶体材料的 /弹
性常数及其机械弹性常数的理论计算式 )通过比较
可知，其与 0+123的研究结果完全符合［$’］)即可得结
论，本节中首先以某一晶面的面法线为轴，在该晶面

内进行 (456取向平均得到 /弹性常数，然后再将该
晶面法线就整个三维空间进行取向平均所得到的两

次平均的结果，与由晶体坐标系就整个三维空间所

进行的一次平均的结果完全相同 )
’ 7’7’7 根据 89:3;9<*+,-.模型进行的分析
在本节中我们首先根据 =>?;@A1模型［$(］来考虑

多晶体材料内部单晶体之间的相互作用，从而导出

弹性常数的相互作用因子 )然后给出求解其弹性常
数的相互作用因子的一般式 )进一步以 ’ ) ’ ) $节中
的 *+,-.模型为基础导出 89:3;9模型的自协调方程，
通过求解自协调方程得出由立方晶系结构的单晶体

所构成的多晶体材料的机械弹性常数，并最终得到

其 /弹性常数 )
（2）由 =>?;@A1 模型所得到的材料弹性常数的
相互作用因子

在此，我们将与材料的基体具有不同弹性系数

的区域称为异弹性体（,3?+B+-;3;,.1）)考虑在多晶体
材料的基体中含有具有各向异性的球形单晶体的情

况 )此时，当材料整体受到一个载荷应力!5的作用

时，球状单晶体内部的应力!C利用 =>?;A@1 的等价
异弹性体方法［$(］可得

!C # !5 %!— # !#（"5 %"—）

# !2（"5 %"— !"!）， （’&）
其中，"5为无球状单晶体存在时材料整体所产生的

应变，!D为球状单晶体的弹性常数，!2为多晶体材

料的弹性常数 )另外!—和"—为球状单晶体与其外部
的多晶体材料的弹性常数不同而导致的应力和应变

的附加项，"!为固有（;,-;3）应变 )则由（’&）式可知
如下关系式成立：

!— # !2（"— !"!）) （’E）
将 =>?;@A1张量 "=

$%&’用矩阵的形式"=来表示，则

由 =>?;A@1的等价异弹性体方法［$(］可知下述关系式

成立：

"— # "="!， （’4）

"! # "= !$
"— ) （’F）

将（’F）式代入（’E）式整理可得

!— # !2（"— ! "= !$
"—）# !2（ #

—
! "= !$
）"—，（’G）

式中，#
—
为单位矩阵 )进一步将（’F）式代入（’&）式并

整理可得

!D（"5 %"—）# !2（"5 %"— ! != !$
"—），

"— #（!D ! !2 % !2 "= !$
）!$（!2 ! !D）"5 )（’H）

再将（’H）式代入（’G）式可得

!— # !2（"# ! "= !$
）（!D ! !2 % !2 "= !$

）!$

（!2 ! !D）"5 ) （(5）
另外，因（(5）式右边"5的系数为考虑到单晶体与其

外部的多晶体相互作用后而得到的参量，并注意到

（(5）式为应力与应变的关系式，且该参量与材料的
弹性常数相当 )所以，我们将这个参量称为材料弹性
常数的相互作用因子#( )为此，进一步整理可得

!— # $
—
"5， （($）

其中，

$
—

# !2（ #
—

! "= !$
）（!D ! !2

% !2 "= !$
）!$（!2 ! !D）) （(’）

在上式中，因!2和"= ! $
任何时候均为多晶体材料的

杨氏模量 ! 和泊松比!的函数，则只要给出单晶体
的弹性常数!D就能够求出材料弹性常数的相互作

用因子 $
—
)

（@）相互作用因子 $
—
的确定

对于球状单晶体之领域，=>?;@A1张量 "=
$%&’的非

零项为［$(］

)=
$$$$ # )=

’’’’ # )=
(((( # F ! E!

$E（$ !!）#
H& % G"

E（(& % &"）
，

)=
$’$’ # )=

’(’( # )=
($($ # & ! E!

$E（$ !!）#
(（& % ’"）
E（(& % &"）

，

)=
$$’’ # )=

’’$$ # )=
$$(( # )=

(($$ # )=
’’(( # )=

((’’ #
E! ! $

$E（$ !!）#
(& ! &"

E（(& % &"）
， （((）

式中，!，&，"分别为多晶体材料的泊松比、体积弹
性常数和剪切弹性常数 )多晶体材料的拉梅（D2BI）
常数#和其体积弹性常数 & 与"和!的关系满足

# # ’"!J（$ ! ’!）与 & ## % ’"J( )

将（((）式中的 "=，!D，!2以及 $
—
分别用矩阵

｛)!
$%｝，｛*

#
$%｝，｛*

+
$%｝以及｛,$%｝来替换，可表示为

｛,$%｝#｛*2
$%｝（｛-｝!｛)=

$%｝
!$）（｛*D

$%｝!｛*2
$%｝
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!｛!"
"#｝｛$#

"#｝
$%）$%（｛!"

"#｝$｛!&
"#｝）， （’(）

其中，｛%｝为单位矩阵 )进一步推导及化简后，可得由
立方晶系结构的单晶体所构成的多晶体材料的弹性

常数的相互作用因子 &"#的非零项为

&%% * &++ * &’’ *｛（’%% $ ’%+）［’( $（ )%% ! +)%+）］［（ )%% ! +)%+）$（’%% ! +’%+）］! +（’%% ! +’%+）

［+! $（ )%% $ )%+）］［（ )%% $ )%+）$（’%% $ ’%+）］｝,［’（’%% $ ’%+）（’%% ! +’%+）］，

&(( * &-- * &.. *（! $ )((）（ )(( $ ’((）,’((，

&%+ * &%’ * &+% * &+’ * &’% * &’+ *｛（’%% $ ’%+）［’( $（ )%% ! +)%+）］［（ )%% ! +)%+）$（’%% ! +’%+）］

$（’%% ! +’%+）［+! $（ )%% $ )%+）］［（ )%% $ )%+）$（’%% $ ’%+）］｝,［’（’%% $ ’%+）（’%% ! +’%+）］，（’-）

式中，)%%，)%+和 )((为立方晶系结构单晶体的弹性
常数，

’%% * )%% ! %/!（’( ! (!）
0（( ! +!）

，

’%+ * )%+ !!（’( ! %.!）
0（( ! +!）

，

’(( * )(( !!（0( ! 1!）
.（( ! +!）

) （’.）

（2）3弹性常数的推导
根据 456785模型［.］所得到的多晶体材料中一个

球形单晶体内的应力｛"9
"#｝由（+(）和（’%）式可得出

!9 * !/ !!— *（!" ! "
—
）"/ ) （’:）

则由立方晶系结构之单晶体所构成的多晶体材

料的含有晶面指数的 3弹性常数可由与 + )+ )%节的
;<=>?模型同样的推导最终可得

!3（*，+，,）*!@ !
&%% $ &%+

+

$ ’
+（ &%% $ &%+ $ + &((）#， （’1）

$3（*，+，,）*$@ ! &%+ !（ &%% $ &%+ $ + &((）#，
（’0）

其中，!@ 为多晶体材料的剪切模量，$@ 为多晶体材

料的拉梅（&"AB）常数 )其值将在下节中给予确定 )进
一步可以得到

% !%( )- 3
* %

+!@ ! &%% $ &%+ $ ’（ &%% $ &%+ $ + &((）#
， （(/）

$ %( )- 3
* $@ ! &%+ !（ &%% $ &%+ $ + &((）#
（+!@ ! ’$@ ! &%% ! + &%+）［+!@ ! &%% $ &%+ $ ’（ &%% $ &%+ $ + &((）#］

， （(%）

-3（*，+，,）*
（+!@ ! ’$@ ! &%% ! + &%+）［+!@ ! &%% $ &%+ $ ’（ &%% $ &%+ $ + &((）#］

+（!@ !$@）! &%% ! &%+ $（ &%% $ &%+ $ + &((）#
， （(+）

%3（*，+，,）* $@ ! &%+ !（ &%% $ &%+ $ + &((）#
+（!@ !$@）! &%% ! &%+ $（ &%% $ &%+ $ + &((）#

) （(’）

（C）机械弹性常数
为求解多晶体材料的机械弹性常数，如

456785［.］所提出的，我们对（’1）和（’0）式进行三维空
间取向平均，并使其含有 &"#项的部分总和为零，自
协调关系式如下：

&%% $ &%+ ! ’ &(( * /， （((）

&%% ! ( &%+ $ + &(( * / ) （(-）
进一步整理可得

( *
)%% ! +)%+

’ ， （(.）

1!
’ !［0( ! +（ )%% $ )%+）］!

+ $ ’)((
［( ! +（ )%% $ )%+）］! $ ’(（ )%% $ )%+）)(( * / )（(:）

因此，（(:）式是仅含有未知数!的方程式，将求解该
方程式所得的!和由（(.）式所确定的 ( 代入下式
即可得到由立方晶系结构的单晶体所构成的多晶体

材料的机械弹性常数

- * 0(!
’( !!
，% * ’( $ +!

+（’( !!）
) （(1）

通过比较可知（(.）和（(:）式与 456785［.］研究所
得结果完全符合 )并且对于由立方晶系结构的单晶
体所构成的多晶体材料来说，其由 456785D;<=>?模型
所得到的机械弹性常数的理论计算结果与由

456785DE8FGG模型所得到的机械弹性常数的理论计
算结果［:］完全相同 )
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!" 数值计算例

本节将根据上述所得的结果，以铝单晶体以及

由其所构成的多晶体材料为例进行具体的计算，用

以显示本方法的适用性 #在此，铝单晶体的弹性常数
为 !$$ % $&’ ()*，!$+ % ,+ ()*，!-- % +’"! ()*［$-］#依据
本文方法所计算的结果及日本理科年表所记载的

值［$.］列于表 +#用本方法所计算得到的铝多晶体材料
的 /弹性常数与 !!的关系曲线如图 +—图 .所示 #

图 + 根据 01233模型和 45678模型得到的［（$ 9"）:"］/ 与 !!的

关系曲线

图 ! 根据 01233模型和 45678模型得到的 ;（":"）/ 与 !!的关

系曲线

表 + 不同模型计算得到的铝多晶体材料的机械弹性常数

"·" ; $

:<)*; $

（$ 9"）
·" ;$:<)*;$

"
:()* ! #

:()*
#

:()*
$
:()*

45678模型 - #=!& $= #$& >& #,& & #!-’& +,#$’& >> #! .= #’’&
01233模型 . #&&& $= #!& ,= #=& & #!-=& +.#=$& >> #! ,& #&,&
$:+45678 9
$:+ 01233
模型

- #=,. $= #+& >& #+. & #!-’. +,#&-. >> #! .= #=>&

?@AB1@ 01233
或 ?@AB1@
45678模型

- #=.= $= #$= >& #+’ & #!-’. +,#&.’ >> #! .= #=,$

日本理

科年表［$.］
>& #!& & #!-. +, #$&&

图 - 根据 ?@AB1@C01233模型和 ?@AB1@C45678模型得到的［（$ 9"）:
"］/ 与 !!的关系曲线

图 . 根据 ?@AB1@C01233 模型和 ?@AB1@C45678 模型得到的 ;（":

"）/ 与 !!的关系曲线

-" 结 论

本文首次提出一个新的物理参量“/ 弹性常

数”，并阐述了其物理含义 #并将其应用于具有立方
晶系结构的多晶体材料，推导了立方晶系结构的多

晶体材料的 /弹性常数 #运用这个 /弹性常数的参
量，根据 ?@AB1@C45678模型推导出了多晶体材料整体
的机械弹性常数的表达式，所得的结果与 ?@AB1@的
研究结果［,］完全符合 #以铝单晶体以及由其所构成
的多晶体材料为例与具有立方晶系结构的多晶体材

料的 D射线弹性常数进行了比较 #所得结论如下：
$）由应力一定的 01233模型和建立在其基础上

并考虑到物体中不同领域之间相互作用的 ?@AB1@C
01233模型所求出的“/弹性常数”与由 01233 模型
和 ?@AB1@模型［>］得到的 D射线弹性常数是相同的 #

+）运用 / 弹性常数这一参量，由 ?@AB1@C45678
模型所得到的机械弹性常数之理论计算结果与由

?@AB1@C01233模型所得到的机械弹性常数的理论计

$&$-,期 林 政等：具有立方晶系结构的多晶体材料的弹性常数———/弹性常数



算结果完全相同 !
"）本文中首先以某一晶面的面法线为轴，在该

晶面内进行 "#$%取向平均得到 &弹性常数，然后再

将该晶面法线就整个三维空间进行取向平均得到两

次平均的结果 !此结果与由晶体坐标系就整个三维
空间所进行的一次平均的结果完全相同 !
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