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通过引入并扩展（!3 4!）展开法，构造出（. 5 -）维非对称 !"#$%"&6!’("&’(6)*+*,’(系统的三种形式的新精确通解：
双曲函数通解，三角函数通解，有理函数通解 7 当双曲函数通解中的常数取特定值时，通解变为相应孤立波解 7
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- J 引 言

构造非线性发展方程的精确解是非线性科学

的重要研究内容 7 寻找新的求解方法和获取新精
确解已成为非线性发展方程领域的研究热点之

一 7 已经有不少行之有效的方法可用于寻找显式
精确解，如双曲函数法［-］，齐次平衡法［.］，KBI’F"
椭圆函数展开法［8—>］，辅助方程法［?—2］，符号计算

代数法［9］，L"IIBE" 函数法［-0—-8］，扩展的 L"IIBE" 映
射法［-1—-?］7
新近，由 MB%N等创立了（!3 4!）展开法［-=］，并

成功应用于构造多个非线性方程的精确解 7 已有的
应用主要是针对低维非线性发展方程的情形［-=—-9］7
对于高维非线性发展方程，由于计算过程复

杂，在求精确解时显得更为困难 7 将（!3 4!）展开法
应用于高维非线性方程的求解是一种新的探索 7
本文的主要工作是引入（!3 4!）展开法，扩展后

用于构造高维非线性发展方程的精确解 7 考虑如下
（. 5 -）维非对称 !"#$%"&6!’("&’(6)*+*,’(（O!!)）
系统：

"# 5 "$$$ P 8%$" P 8%"$ Q 0，

"$ Q %& 7
（-）

方程组（-）最早由 R’"E"等导出［.0］7 文献［.-］讨论了

O!!)系统的一组倍周期解列，文献［..］讨论了
O!!)系统多种形态孤子间的相互作用 7 文献［.8］
得到了 O!!)系统的新精确解，构造出不同形状的
峰孤子结构，研究了孤子的分形现象 7 我们用
（!3 4!）展开法，获得了方程组（-）的三种形式的新
精确通解：双曲函数通解、三角函数通解和有理函

数通解 7 当双曲函数通解中的常数取特定值时，通
解变为孤立波解 7

. J（!3 4!）展开法

根据文献［-=］提出的（!3 4!）展开法，我们对
其扩展，使之适用于高维非线性发展方程的情形 7
本节给出扩展后的（!3 4!）展开法求解高维方程时
的主要步骤 7
对于含独立变量 $，&，’，⋯，# 的非线性方程

(（"，"#，"$，"&，"’，⋯，"$#，"&#，"’#，⋯，

"##，"$$，"&&，"’’，⋯）Q 0， （.）
其中 " Q "（$，&，’，⋯，#）是未知函数，( 是 " 及 "
的关于 $，&，’，⋯，# 各阶偏导数的多项式 7 使用
（!3 4!）展开法求解方程（.）的主要步骤如下 7
步骤 % 通过行波变换将独立变量 $，&，’，⋯，

# 转化为行波变量!，设定
"（$，&，’，⋯，#）Q "（!），
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! !"" ! #"$ " #"% # # ⋯ & $%， （%）
（$）式就可转化为只含行波变量!的常微方程
（’()）

&（’，’*，’+，⋯）! ,， （-）

其中 ’* ! .’
.!
，’+ ! .$ ’

.!
$，⋯，&是含 ’及 ’的关于

!各阶导数的多项式 /

步骤 ! 假设方程（-）的解可表示成 (*( )( 的

多项式形式

’（!）! !
)

* ! ,
+*

(*( )(
*
， （0）

其中 ( ! (（!）满足如下二阶线性常微方程
（1’()）：

(+ ##(* #$( ! ,， （2）
（0）与（2）式中的 +,，+"，⋯，+)，#，$为待定常数，
且 +) " , / 正整数 ) 由齐次平衡法确定 /
步骤 " 将（0）式代入（-）式，运用常微方程

（2）来合并 (*( )( 的相同幂次项，方程（-）的左端变

成一个关于
(*( )( 的多项式 / 令该多项式的

(*( )( 各阶幂次的系数为零，导出关于 +*（ * ! ,，"，

$，⋯，)），",，$，#，$的一组代数方程 /
步骤 # 求解步骤 %中建立的含 +*（ * ! ,，"，

$，⋯，)），",，$，#，$的代数方程，而常微方程（2）
的通解容易解得 / 将（-）式的通解和 +*（ * ! ,，"，$，
⋯，)），",，$ 代入到（0）式，即可得到方程（$）的多
个精确行波解 /

% 3（$ # "）维 4556系统的新精确解

对方程组（"）引入变换! ! ! # -" & $%，则 ’（!，
"，%）! ’（!），.（!，"，%）! .（!），且 ’! ! ’*（!），
." ! -.*（!），’% ! & $’*（!），’!!! ! ’!（!），.! !
.*（!）/ 方程组（"）变换为常微分方程组

& $’*（!）# ’!（!）& %（’.）*（!）! ,，（78）
’*（!）! -.*（!）/ （79）

方程（79）对!积分可得
’ ! -. # /,， （:）

其中 /, 为积分常数 / 将（:）式代入方程（78）可得

-.! &（%/, # $-）.* & % -（ .$）* ! , / （;）
方程（;）对!积分一次并取积分常数为零，得到

-.+ &（%/, # $-）. & % -.$ ! , / （",）
寻求方程（",）的关于（(* <(）多项式形式的解，可
表示为

.（!）! !
0

* ! ,
+*

(*( )(
*
， （""）

其中 (满足方程（2），+*，* ! ,，"，$，⋯，0是待定常
数 /
由齐次平衡法可知，0 # $ ! $0，即 0 ! $/

所以

.（!）! +, # +"
(*( )( # +$

(*( )(
$
，+$ " ,， （"$）

.$ ! +$
, # $+, +"

(*( )( #（+$
" # $+, +$）

(*( )(
$

# $+" +$
(*( )(

%

# +$
$

(*( )(
-
， （"%）

.+ !（+"# # $+$$）$

#（+"#$ # 2+$#$ # $+"$）
(*( )(

#（-+$#$ # :+$$ # %+"#）
(*( )(

$

#（",+$# # $+"）
(*( )(

%

# 2+$
(*( )(

-

/（"-）

将（"$），（"%），（"-）式代入（",）式，合并 (*( )(
*
（ * !

,，"，$，%，-）的相同幂次系数，并令这些系数为零，
得到一个非线性方程组

2 -+$ & % -+$
$ ! ,，

-（",+$# # $+"）& 2 -+" +$ ! ,，

-（-+$#$ # :+$$ # %+"#）& % -（+$
" # $+, +$）

&（%/, # $-）+$ ! ,，

-（+"#$ # 2+$#$ # $+"$）& 2 -+, +"

&（%/, # $-）+" ! ,，

-$（+"# # $+$$）& % -+$
, &（%/, # $-）+, ! , /

（"0）
解方程组（"0）得

+, ! "
2［（#

$ # :$）= >#$ & -$ >］，

+" ! $#，+$ ! $，-（#$ # :$ & 2+, & $）! %/, /
（"2）

下面对#$ & -$的取值分三种情形讨论 /
情形 $ #$ & -$ ? ,/
"）若 /, ! ,，当 - ! ,时可得平凡解 ’ ! ,，当

- " ,时，$ !#$ # :$ & 2+, !#（#$ & -$），+, !
"
2［（#

$ # :$）=（#
$ & -$）］，+" ! $#，+$ ! $ / 将
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!，"!，""，"# 代入（"#）式可得

#（!）$
"
%［（"

# & ’#）(（"
# ) *#）］

& #"
$+( )$ & # $+( )$

#
， （",）

其中

$+
$ $ ) "# & "# ) *! #

#

%" -./0 "# ) *! #
# ! & %# /120 "# ) *! #

# !

%" /120 "# ) *! #
# ! & %# -./0 "# ) *! #

# !

， （"’）

$+( )$
#

$"
#

* )" "# ) *! #
#

%" -./0 "# ) *! #
# ! & %# /120 "# ) *! #

# !

%" /120 "# ) *! #
# ! & %# -./0 "# ) *! #

# !

&"
# ) *#
*

%" -./0 "# ) *! #
# ! & %# /120 "# ) *! #

# !

%" /120 "# ) *! #
# ! & %# -./0 "# ) *! #

#











!

#

， （"3）

其中 %"，%# 是任意常数 4 将（"’），（"3）式代入（",）式可得到方程组（"）的两组精确通解

#"（&，’，(）$ )"
# ) *#
% &"

# ) *#
#

%" -./0 "# ) *! #
# ! & %# /120 "# ) *! #

# !

%" /120 "# ) *! #
# ! & %# -./0 "# ) *! #

#











!

#

，

)"（&，’，(）$ *#"（&，’，(）， （#!）
其中! $ & & *’ &（"# ) *#）(，及

##（&，’，(）$ )"
# ) *#
# &"

# ) *#
#

%" -./0 "# ) *! #
# ! & %# /120 "# ) *! #

# !

%" /120 "# ) *! #
# ! & %# -./0 "# ) *! #

#











!

#

，

)#（&，’，(）$ *##（&，’，(）， （#"）

其中! $ & & *’ )（"# ) *#）( 4
特别地，取 %" $ !，%#" !，" 5 !，# $ !，通

解（#!）和（#"）式分别变为方程组（"）的孤立波解

#""（&，’，(）$ )"
#

%（) # & 6/7-0# "
#!），

)""（&，’，(）$ ) *"#

%（) # & 6/7-0# "
#!），

（##）
其中! $ & & *’ &"# ( 4 及

##"（&，’，(）$ )"
#

# /7-0# "
#!，

)#"（&，’，(）$ ) *"#

# /7-0# "
#!， （#6）

其中! $ & & *’ )"# ( 4
#） 若 %! " !， 则 ! $ !， * $

6%!

)［ ! (（"# ) *#）］
，! $ & )

6%!

! (（"# ) *#）
’ ) !(，

从而方程组（"）有如下形式的双曲函数通解：

#6（&，’，(）$ )"
# ) *#
% &"

# ) *#
#

%" -./0 "# ) *! #
# ! & %# /120 "# ) *! #

# !

%" /120 "# ) *! #
# ! & %# -./0 "# ) *! #

#











!

#

，

)6（&，’，(）$ )
6%!

! &（"# ) *#）
#6（&，’，(）& %!， （#*）
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其中! ! ! "
#"$

# %（"& " ’#）
$ " #%，以及

&’（!，$，%）! ""
& " ’#
& %"

& " ’#
&

"( )*+, "& " ’! #
& ! % "& +-., "& " ’! #

& !

"( +-., "& " ’! #
& ! % "& )*+, "& " ’! #

&











!

&

，

’’（!，$，%）! "
#"$

# "（"& " ’#）
&’（!，$，%）% "$， （&/）

其中! ! ! "
#"$

# "（"& " ’#）
$ " #% 0

特别地，当 "( ! $，"&" $，" 1 $，# ! $时，
通解（&’）和（&/）变为方程组（(）的两组孤立波解

&#(（!，$，%）!"
&

# ""
&

& +2),& "&!，

’#(（!，$，%）! "
#"$

# %"& &#(（!，$，%）% "$，

（&3）

其中! ! ! "
#"$

# %"& $ " #%，以及

&’(（!，$，%）! ""
&

& +2),& "&!，

’’(（!，$，%）!
" #"$

# ""& &’(（!，$，%）% "$，（&4）

其中! ! ! "
#"$

# ""& $ " #% 0

用类似的方法可得以下两种情形时方程组（(）
的精确通解 0
情形 ! "& " ’# 5 $0
(）若 "$ ! $，当 ) ! $时可得平凡解 ’ ! $0 当

) " $时，可得方程组（(）的三角函数通解为

&/（!，$，%）! ’# ""&

& " ’# ""&

&
" "( +-.

’# ""! &

& ! % "& )*+
’# ""! &

& !

"( )*+
’# ""! &

& ! % "& +-.
’# ""! &

&











!

&

，

’/（!，$，%）! )&/（!，$，%）， （&6）
其中! ! ! % )$ "（’# ""&）%，以及

&3（!，$，%）! ’# ""&

3 % ’# ""&

&
" "( +-.

’# ""! &

& ! % "& )*+
’# ""! &

& !

"( )*+
’# ""! &

& ! % "& +-.
’# ""! &

&











!

&

，

’3（!，$，%）! )&3（!，$，%）， （&7）
其中! ! ! % )$ "（’# ""&）% 0

&）若 "$ " $，# ! #，) !
#"$

"［ # 8（’# ""&）］
，可得方程组（(）的另一组三角函数通解为

&4（!，$，%）! ’# ""&

& " ’# ""&

&
" "( +-.

’# ""! &

& ! % "& )*+
’# ""! &

& !

"( )*+
’# ""! &

& ! % "& +-.
’# ""! &

&











!

&

，

’4（!，$，%）! "
#"$

# ""& " ’#
&4（!，$，%）% "$， （#$）

其中! ! ! "
#"$

# ""& % ’#
$ " #%，以及

&6（!，$，%）! ’# ""&

3 " ’# ""&

&
" "( +-.

’# ""! &

& ! % "& )*+
’# ""! &

& !

"( )*+
’# ""! &

& ! % "& +-.
’# ""! &

&











!

&

，
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!!（"，#，$）" #
$%%

& #!& ’ ("
’!（"，#，$）’ %%， （$)）

其中# " " #
$%%

& ’!& # ("
# # &$ *

情形 ! !& # (" " %*
)）若 %% " %，取 (! %，则 & " %，得到方程组

（)）的有理函数通解

’+（"，#，$）" &
%&

%) ’ %&
( )

#

&

，

!+（"，#，$）" (’+（"，#，$）， （$&）
其中# " " # (# *

&）若 %% ! %，取 &! %，( " #
$%%

& ，得到方程

组（)）的另一组有理函数通解

’)%（"，#，$）" &
%&

%) ’ %&
( )

#

&

，

!)%（"，#，$）" #
$%%

& ’)%（"，#，$）， （$$）

其中# " " #
$%%

& # # &$ *

( *结 论

本文通过引入（), -)）展开法，经扩展后应用
于（& ’ )）维 .//0系统，获得了该系统十组新的精
确通解，这些通解分为三类，即双曲函数通解、三角

函数通解和有理函数通解 * 当双曲函数通解中的常
数取特殊值时，可得到对应通解的孤立波解 * 本文
工作拓展了（), -)）展开法的应用，丰富了非线性
（& ’ )）维 .//0系统的解系 * 从求解精确解的过程
来看，使用（), -)）展开法构造非线性方程精确解
有明显的优势：更直接、更简洁 * 因此，这一方法也
适用于构造其他更为复杂的非线性方程的新精确解 *
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