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通过对系统的重新标度，得到了气流旋转缓慢变化时的 ()*+,-./0+,12)系统；基于 3)405.64*780-准则，分析了平
衡点的稳定性问题，得到了参数平面上的分岔集，这些分岔集将参数平面划分为不同的区域，在各个不同的区域对

应于系统不同的解 9随着参数的变化，从平衡点分岔出不同的解 9此外，展示了系统的对称簇发解和对称混沌吸引
子，并用快慢分析法给出了对称簇发解的产生机理 9
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!国家自然科学基金（批准号：!$&;"$&$，!$<$"$"$）资助的课题 9

# 通讯联系人 9 =.>?82：@A8B4CD9 +E49 F,

! G 引 言

基于 /?2->?,,等人的工作［!］，!H<%年，()*+,-提
出了描述大气热对流过程的三维模型，即我们通常

所说的 ()*+,-系统［"］，发现了其中的混沌现象，即著
名的蝴蝶效应 9 随后，I4FJ+,5+8>+*［%］，K8228?>D［:］，
3?,E［’］等人对 ()*+,-系统的各种特性展开了深入的
探讨，揭示了其动力学行为的演化过程及混沌的产

生机制 9
随着研究的不断深入，基于 ()*+,-系统，人们给

出了各种各样的修正模型［<—!"］，如 /0+,12)在研究大
气低频短波长声重波方程时给出了如下的四维

模型：

!·L!（" M !）N"#，

"·L !（ $ M %）M "，

%·L !" M#%，

#·L M ! M!#， （!）
即 ()*+,-./0+,12)模型［!%］，其中新增的状态变量 # 描
述气流的旋转，新增参数"（ O $）是与 # 相对应的
旋转数（*)0?08), ,4>A+*），其他参数!（ O $），$（ O $），

#（ O $）分别表示普朗特数（P*?,E02 ,4>A+*），瑞利数
（3?Q2+8R5 ,4>A+*）和几何参数（R+)>+0*8F S?*?>+0+*）9
在小旋转数"的条件下，随着瑞利数 $ 的变

化，该系统的分岔结构和 ()*+,- 系统是相近的［!:］；
另外若将旋转数"视为分岔参数，那么随着"的变
化，该系统的分岔结构与一维 2)R8D08F 映射非常相
似［!’］；在大旋转数"的条件下，()*+,-./0+,12)系统具
有比 ()*+,-系统更丰富的动力学行为，另外旋转数
可以用来控制调整 ()*+,-系统的混沌行为［!<］9
迄今为止，大部分的工作都基于气流的旋转变

量 # 与其他状态变量在同一尺度下的行为，而在实
际情况下处于高层次系统［!;，!&］气流旋转的变化通常

比较缓慢，即存在着两种广义无量纲时间尺度的行

为 9对于这种不同时间尺度的耦合行为，目前还没有
比较深入的工作 9本文正是基于这样的背景探讨小
旋转数"的条件下，快慢 ()*+,-./0+,12)系统的动力
学行为 9

" G 分岔分析

考虑到高层气流旋转的缓慢变化，此时的

()*+,-./0+,12)系统中存在着两种不同的时间尺度，
即与状态变量 !，"，% 相关的快时间尺度 &! 和与状

态变量 # 相关的慢时间尺度 &" L$&! 9通过对原系

统的重新标度，即令 &! L ’，&" L$’，可以得到如下

三快一慢系统：
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!·!!（" " !）#"#，

"·! !（ $ " %）" "，

%·! !" "#%，

#·!$（" ! "!#）， （$）
即快慢 %&’()*+,-()./&系统，其中!（ 0 1），"（ 0 1），$
（ 0 1），#（ 0 1）含义同前，1 2$!3为系统小参数 4为
了便于讨论，我们将快子系统和慢子系统分别记为

（!，"，%），（#）；同时设定参数$! 1513，$ ! $6，#!
157 4
系统（$）在变换 &：（!，"，%，#）"（ " !，" "，%，

" #）下形式保持不变，即系统具有关于 % 轴的对称
性 4显然系统（$）总存在一个平衡点 ’（1，1，1，1），系
统（$）在该点处的线性化系统所对应的雅可比矩阵为

"! ! 1 "
$6 " 3 1 1
1 1 " 157 1

" 1513 1 1 " 1513











!

，

其对应的特征方程为

()（%）!（% # 157）（%8 # *)3%$ # *)$% # *)8）! 1，

其中

*)3 ! 3 # 3513!，

*)$ ! 1513!$ " $95::! # 1513"，

*)8 ! 1513（" " $;!$），

于是可得%3 ! " 157 2 1 4令

+（%）!%8 # *)3%$ # *)$% # *)8，

由 <&=->+?=’@A-*准则可知方程 +（%）! 1的所有根均
具有负实部的充分必要条件是不等式组 *)3 0 1，*)8
0 1，*)3 *)$ " *)8 0 1 成立 4显然恒有 *)3 0 1，当" 0

$;!$ 时，*)8 0 1；当" 0 "!$ # $9785$;79$6! #

$9795$;79$6时，*)3 *)$ " *)8 !!（151313!$ " $95:7::!
" $95:: # 151313"） 0 1 4 于是可知当" 0 BCD
｛$;!$，"!$ # $9785$;79$6!# $9795$;79$6｝时，方程
+（%）! 1的所有根均具有负实部，从而特征方程 ()

（%）! 1 的所有根均具有负实部，于是此时原点 ’
是渐近稳定的，从而是稳定的 4
当"2 $;!$，即 *)8 2 1时，方程 +（%）! 1存在正

实根，从而特征方程 ()（%）! 1存在正实根，于是此

时原点 ’ 是不稳定的；当" ! $;!$，即 *)8 ! 1时，可

求得 +（%）!%（%$ # *)3% # *)$）! 1的三个根分别为 1，

"（3 # 3513!）E （3 # 3513!）$ " 9（15$6!$ " $95::!# ）
$

（当& 0 1时）4于是当 1 2!2 $9::
$6 时，方程 +（%）! 1

存在正实根

"（3 # 3513!）# （3 # 3513!）$ " 9（15$6!$ " $95::!# ）
$ ，

从而特征方程 ()（%）! 1存在正实根，于是此时原
点 ’ 也是不稳定的 4而我们讨论的是小旋转数"（"
2 $;）下系统的动力学行为，所以就我们讨论的情形
而言，当"! $;!$ 时（此时 1 2!2 3）原点 ’ 总是不
稳定的；另外，当" 0 $;!$ 时，就我们讨论的情形而

言，总有 *)3 *)$ " *)8 !!（151313!$ " $95:7::!" $95::
# 151313"）2 1，于是由 <&=->+?=’@A-*准则可知方程
+（%）! 1至少存在一个非负实部的根，即零根，纯虚
根或正实部的根 4显然此时 +（%）! 1 不存在零根，
而若方程 +（%）! 1存在纯虚根，不妨设其为 ,-（ , 0

1，- #! " 3），将其代入方程 +（%）! 1整理可得 *)8
" *)3 ,$ # ,（*)$ " ,$）- ! 14于是 ,$ ! *)$，*)8 " *)3 ,$ !
*)8 " *)3 *)$ ! 1，这与 *)3 *)$ " *)8 !!（151313!$ "
$95:7::!" $95:: # 151313"）2 1 矛盾 4所以方程
+（%）! 1至少存在一个实部为正数的根，从而可知
此时原点是不稳定的 4综上可知，就我们讨论的参数
范围而言，原点 ’ 始终是不稳定的 4
另一方面，当 $;!$ 0"时，原点由树枝分岔产

生了另外两个关于 % 轴对称的奇点 .3（ !1，"1，%1，

#1），.$（ " !1，" "1，%1，" #1），其中

!1 ! 157（$;!$ ""）F（!$ #"# ），

"1 ! 157（$;!$ ""）（!$ #"# ）F!$，

%1 !（$;!$ ""）F!$，

#1 ! " 157（$;!$ ""）F［!$（!$ #"# ）］4
注意到奇点 .3，.$ 是对称的，可求知系统在 .3，.$

处的线性化系统所对应的特征方程为

(3（%）!%9 # *3%8 # *$%$ # *8% # *9 ! 1，
其中

*3 ! 357 # 3513!，

*$ ! 157（$;!$ ""）
!$ #"

# $;!$ ""
!

# 1513!$ " $95$G8! # 1513" # 157，

*8 ! 15717!（$;!$ ""）
!$ #"

# 359（$;!$ ""）
!

# 15117!$ " 3759:8! # 15117"，
*9 ! 15139（$;!$ ""）4

由 <&=->+?=’@A-*准则可知，特征方程 (3（%）! 1 的
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所有根均具有负实部的充分必要条件是下列不等式

成立：

!! " #，

!! !$ % !& " #，

!! !$ !& % !$& % !$! !’ " #，

!! !$ !& !’ % !$& !’ % !$! !$’ " # ( （&）
于是当（&）式满足时，对称奇点 "!，"$ 是渐近稳定

的，从而是稳定的 (
通过分析，我们可以得到全系统关于参数!，"

的分岔集（图 !）(其中，)*是原点 # 的树枝分岔曲
线："+ $,!$，-是对称奇点 "!，"$ 的 -./0 分岔曲
线 (由前面的理论分析可知，当参数处于!"#三个
区域时，原点 # 都是不稳定的；另外，由（&）式分析
可知，区域"中对称奇点 "!，"$ 是稳定的（图 $（1），
（2）），当参数从该区穿过 -./0分岔曲线 -进入#区

时，对称奇点 "!，"$ 失稳，并由 -./0分岔产生了同
一个稳定的极限环（图 $（3））(

图 ! !4"平面上的分岔集

图 $ 区域"#中的相描述 （1），（2）"区中对称奇点 "!，"$（!+ #5,，" + #56’）；（3）#区中极限环（!+ #5,，" +

#567）

&5 慢变效应下的对称簇发解及对称混
沌吸引子

为了进一步揭示系统（$）的动力学行为，我们固

定参数"+ !5,，变动参数!(图 &给出的是系统（$）
典型的动力学行为，其中（1），（2），（3）是周期的，（8）
是混沌的，它们都是自对称的 (

9:;<=>和 ?@A=;B@.CB［!D］提出了快慢分析法，解释
了神经元系统的簇放电（2C@EB:;F）现象 (下面我们用

#!’’ 物 理 学 报 ,G卷



图 ! （"）!# $%&时 !’"’#空间相投影；（(）!# $%&时 "’#平面相投影；（)）!# $%*+时 !’"’#空间相投影；（,）!# &%&
时 !’"’#空间相投影

图 + （"）快子系统（ !，#，$）关于慢变参数 "的平衡点分岔分析；（(）快子系统（ !，#，$）关于慢变参数 " 的平衡点

分岔图与 " - #平面相图的叠加

该方法研究快慢系统（&）的动力学行为 .我们将慢变
量 " 视为快子系统（ !，#，$）的分岔参数，慢变参数
"调节控制系统的行为 .图 +（"）给出的是" # /%0，

!# $%&时，快子系统（ !，#，$）关于慢变参数 " 的平
衡点分岔分析 .倒 1形曲线由实线和虚线两部分组
成，分别表示稳定和不稳定的平衡点 . 23/，23& 表示

平衡点的亚临界 3456 分岔，分岔值分别为 "23/
#

- /%/78/，"23&
# /%/78/；9:/，9:& 表示平衡点 ;4<,［&$］

分岔，分岔值分别为 "9:/
# - /%!+&7，"9:&

# /%!+&7 .

不妨认为系统从轨线下半支 " # /%& 处（位于
23&，9:& 两分岔点之间）出发，由 # 的时间历程（图 0
（"））我们可以确定全系统的轨线沿逆时针方向运动
（图 +（(）），从而此时参数 " 沿增长的方向运动 .由
图 +（(）可知，当参数 " 增加到 ;4<, 分岔值 "9:&

#

/%!+&7时，系统因 ;4<,分岔从平稳运动转向周期运
动，这时系统处于轨线上半支，参数开始减小 .随着
参数的减小，系统周期运动的振幅逐渐减小，但由于

慢过效应（=<4> 5"=="?@ @66@)A）［&$］，系统在微小振幅的

//++7期 韩修静等：快慢 94B@CD’2A@C6<4系统分析



图 ! （"）!# $%!，"# &%’时，!的时间历程；（(）!# ’’，"# $%)时，!的时间历程

图 * （"）"# &%+时 ",#,!空间相投影；（(）"# &%+时 #,!平面相投影；（-）"# $%)时 ",#,! 空间相投影；（.）"# $%)
时 #,!平面相投影；（/）"# $%)!时 ",#,!空间相投影

周期运动上持续了较长的一段时间，直到参数递减 到亚临界 0123分岔值 #40$
# 5 $%$6)$时，系统才由

’$++ 物 理 学 报 !7卷



周期运动转向平稳运动 !参数 ! 仍在不断递减，当
参数递减到 !"#$

% & $’()*+时，系统又因 ,-./分岔

转向周期运动 !此时系统处于轨线下半支，于是参数
开始增加 !同样的，由于慢过效应，当参数增加到
!01*

% $’$+2$ 时，系统才发生亚临界 1-34 分岔，恢

复了平稳运动 !直到参数增加至 $’*时，系统完成了
一个周期的运动 !
这种 周 期 解 的 产 生 机 理 和 ,-./50671-34

869:;<=>［*?］的产生机理非常相似，不同之处在于该周
期解本身具有自对称结构，因而 ,-./ 分岔和

0671-34分岔都发生了两次，我们不妨称之为对称式

,-./50671-34 869:;<=> !
固定参数!% **，变动参数"，图 @给出的是系

统（*）在另一组参数下的典型的动力学行为，其中
（A），（7），（B），（/）是周期的，（C）是混沌的，它们也都
是自对称的 !对于图 @（A），（7）：! % **，"% ?’)时的
情形，其产生机理和! % $’D，" % ?’* 时的情形相
同，可用快慢分析法类似处理 !下面考虑图 @（B），
（/）：!% **，"% $’2时的情形 !
图 +（A）给出的是!% **，"% $’2时，快子系统

图 + （A）快子系统（ "，#，$）关于慢变参数 !的平衡点分岔分析；（7）快子系统（ "，#，$）关于慢变参数 ! 的平衡点

分岔图与 !E#平面相图的叠加

（"，#，$）关于慢变参数 ! 的平衡点分岔分析 !倒 F
形曲线由实线和虚线两部分组成，亦表示稳定和不

稳定的平衡点 ! 01$，01*，"#$，"#* 含义同前，对应的

分岔值分别为 !01$
% & ?’?)?G，!01*

% ?’?)?G，!"#$

% & ?’G@2+，!"#*
% ?’G@2+；1-H$，1-H* 表示极限环

的鞍点同宿分岔，分岔值分别为 !1-H$
% & ?’*)?G，

!1-H*
% ?’*)?G !类似的，由 # 的时间历程（图 D（7））

可知，全系统的轨线沿逆时针方向运动（图 +（7））!
起初，系统在一个极限环上周期运动，当参数 ! 运
动到极限环的鞍点同宿分岔值时，系统因极限环的

鞍点同宿分岔从一个极限环跳到了另一个极限环上

继续做周期运动 !如此随着慢变参数 ! 的不断调
节，系统在两个极限环之间来回跳动（图 @（B）），具
体的可仿! % $’D，"% ?’*时的情形描述分析 !由这

种分岔机理产生的簇发解称为同宿5同宿簇发
（1-H-B.<=<B51-H-B.<=<B 869:;<=>［*?］）!

) ’ 结 论

对于气流的旋转缓慢变化下的 "-9C=IE0;C=4.-系
统，我们分析了原点及对称奇点的稳定性问题，并得

到了系统的分岔集；它将参数平面划分为不同的区

域，我们分析并用数值方法验证了参数在各个区域

之间变化时系统的分岔行为 !另外，当气流的旋转缓
慢变化时，由于慢尺度对系统行为的不断调节，系统

会交替进行着不同的运动形式，如平衡与周期运动，

以及在两个极限环之间来回跳动，从而系统表现出

了除了混沌以外的比较复杂的行为 !

($))+期 韩修静等：快慢 "-9C=IE0;C=4.-系统分析
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