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讨论了参外联合激励复合非线性振子的动力学行为 (对其定常解在一阶近似下的方程进行了局部分岔分析，
给出了简单分岔和 )*+,分岔发生的条件，并通过对近似方程和原系统的数值模拟加以验证 (分析了多种参数对该
振子动力学行为演化过程的影响 (根据全局分岔理论探讨了该振子在不同条件下发生同宿、异宿分岔的必要条件，
其结论与数值计算的结果大致符合 (
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# @ 引 言

在非线性动力学的发展史上，几类经典方程，如

A9,,4?B方程，C3DE4<9方程，F3? =<G H*5方程等具有特
别重要的地位，不仅在于它们是具有一定工程背景

的相对简单的非线性系统，更在于它们分别描述了

一些典型的非线性现象，如自激振动，倍周期分岔序

列，双涡旋吸引子等等［#—%］(从上世纪 .$年代以来，
各国学者对上述方程进行了深入的研究 (如 I<=3等
人用模拟计算机给出了 A9,,4?B 系统的各种分岔
集［-］，JE<?，K<9?B则进一步用增量谐波平衡法验证
了这些分岔集的正确性［’］(同时非线性动力系统的
解的结构及其稳定性也引起了人们的重视，如陈予

恕等人用 JK方法探讨了参数激励 C3DE4<9 方程的
不同解的行为，解释了与巴戈留包夫和奈费结论的

差别，还给出了更为丰富的分岔行为［/—&］(在过去的
十多年中，包含两项或两项以上典型非线性结构的

复合振子的非线性现象也逐渐被人们深入地揭示出

来，诸如非线性结构的分类，全局分岔现象等［L，#$］(
然而，由于复合非线性振子的复杂性，许多动力学现

象还没有被深入地刻划出来，尤其当参数激励与外

激励共存并且两者间存在初始相差的情形 (我们在
最近的工作中讨论了初始相差对如下复合振子动力

学行为的影响［##］：
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其中"为阻尼项，$为非线性刚度，#为小参数，!$

是系统的固有频率，!# 和!" 分别为参数激励与外

激励的频率，且!" P!# Q"，%$ 是这两种激励的初始

相差 (在此基础上本文将进一步探讨在不同参数条
件下该复合振子动力学行为的演化过程及其全局分

岔特性 (

" @ 局部分岔分析

设方程（#）具有下列形式的一致渐近解［#"］：
! P !$（$$，$#，$"）N#!#（$$，$#，$"）

N#" !"（$$，$#，$"）N ⋯， （"）
其中 $$ P # 为快变时间尺度，$# P##，$" P#" # 为慢
变时间尺度，!$ P（% N 4&）<4!$$ N >>，（>>代表其前面
各项的共轭）(考虑!# P "!$ N#&# 共振条件下振子

的动力学行为，并令!" P!# Q"，可得一次近似下的
方程，即

%· (P O&# & O %$%" & O %$&%

N #
" "# &>*;（%$）O

#
" "# %;4?（%$）
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其二次近似下的方程表达式较为复杂，在此从略 /
当 #%!,时，系统没有零解，由于很难给出其解

的表达式，在此我们通过数值方法来获得分岔响应

曲线 /取定参数", ’ "0,，! ’ ,01，#" ’ ,0"，&’ ,0"，

$’ ! "0,，%, ’ 1022（下同），令’’ !% # "" %，图 "为

#" 取值不同时 #% 3’平面上的幅值响应曲线 /

图 " #% 3’平面上系统的幅值响应曲线（粗线：一次近似解，细线：二次近似解；实线：稳定解，虚线：不稳定解）（4）#"
’ "0,；（5）#" ’ %01；（)）#" ’ 20,

从图 "可以看出，对不同参数条件，一、二次近
似下系统定常解的稳定性基本相同，仅是振动幅值

随 #% 的变化产生一定差别 /其一次近似下的解的稳
定性及分岔特性可以由方程（$）的 64)*5-4.矩阵
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所对应的特征方程

(% # ’( # ( ’ , （1）
来决定 /（2）式中 % ’（!，"）9 表示定常解，
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很显然，当（)）式中所有特征值具有负实部时，
平衡点稳定 (随着参数变化，平衡点失稳存在两种可
能的方式，一种是由于其某一实数特征值由负数变

为正数，另一种是某一对复数特征值的负实部变为

正实部 (相应的临界条件分别被称为简单分岔集和
*+,-分岔集，这样可以定义两种形式的分岔集 (令
（)）式中$. # 可得其简单分岔集 #：$ . #，令$为
纯虚根，即将$. %&（% / #）代入（)）式可得 *+,-分
岔集 ’：( . #(我们采用数值计算的方法得到了 )% 0

图 1 系统（1）的相图 （2）（ )"，)%）.（"3#，#3)）；（4）（ )"，)%）.（%3)，#3%）；（5）（ )"，)%）.（13#，#3)）

图 % )% 0 )" 平面上的分岔集

)" 平面上的分岔集，并通过各区域内的相轨迹验证
了以上结论，如图 %和图 1所示 (

取定（ )"，)%）.（"3#，#3)）时，即参数位于区域
（!）时，数值计算表明平衡解是稳定的不动点 (随着
)" 逐渐增大，跨越 # 时平衡解发生简单分岔 (取

（ )"，)%）.（%3)，#3%），即位于区域（"）时，平衡解仍

为稳定焦点，但其位置发生了变化 (当 )" 继续增大，

跨越 ’ 到达区域（#）时，平衡解发生 *+,-分岔，其
相轨迹为极限环 (

1 3 数值模拟

由于（1）式所示解的近似系统是二维自治系统，
在其分岔模式中至多含有简单分岔和 *+,-分岔，因
此无法揭示原系统的复杂动力学行为 (为了深入探
讨系统的各种运动模式，我们对原系统进行数值模

拟，以刻画其相应的演化过程 (分别讨论参数激励幅
值 )"、外激励幅值 )%、非线性刚度!对系统动力学
行为的影响 (图 &给出了系统（"）随不同参数变化的
分岔图 (
从图 &（2）及图 ) 所示的相应的庞加莱映射上

可以看出，系统的概周期运动和周期运动交替出现，

在该参数条件下，系统在 )" . %3&)) 时通过周期七
窗口直接走向混沌 (随着参激幅值的继续增大，系统
历经复杂运动后在 )" . 13"$# 时混沌吸引子失稳，
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图 ! 系统（"）的分岔图 （#）!$ % "&’，!( $ ’&)时系统（"）随 !" 变化的分岔图；（*）!$ % "&’，!" $ (&)时系统（"）随

!( 变化的分岔图；（+）!" $ (&)，!( $ ’&)时系统（"）随!变化的分岔图

图 ) !" 取不同值时的庞加莱映射 （#）!" $ ’&)’’；（*）!" $ ’&)",；（+）!" $ "&(("；（-）!" $ "&)’(；（.）!" $ (&’,/；（0）!" $ (&!1’

从而回到稳定的周期一运动 2
而随着外激励幅值的变化（见图 !（*）），我们发

现其相应的分岔模式较为简单：系统先作稳定的周

期七运动，随着 !( 的逐渐增大，周期七解在 !( $
’&!1(时失稳并直接导致混沌 2但当 !( 增大至 ’&3,"
时，系统又突然从复杂运动回到简单的周期一运动

!,!! 物 理 学 报 )4卷



（如图 !所示）"
通过分析两种激励幅值对系统运动情况的影

响，不难看出，在这两者的影响下，系统都是经周期

窗口走向混沌，并且当激励的幅值增大到一定值时，

系统的运动将稳定到周期运动 "
非线性刚度!对系统分岔特性的影响更为简

单 "通过图 #（$）和图 %所示的系统分岔图和庞加莱

映射可以看出，在该参数条件下，当!& ’ ()%*+时，
系统运动呈现混沌状态，混沌吸引子如图 %（,）；当!
超过该值时，混沌吸引子失稳，系统转而进行稳定的

周期一轨道运动；当非线性刚度逐渐增大至 ()%!-
时，周期一解又分岔成概周期解（如图 %（$）），这是
由于随着!的改变，系统不同频率会产生相互作
用，从而导致概周期振荡 "

图 ! !- 取不同值时的庞加莱映射 （,）!- . ()-/*；（0）!- . ()#!*；（$）!- . ()+/*

图 % !取不同值时的庞加莱映射 （,）!. ’ ()%%(；（0）!. ’ ()*；（$）!. ()%!#

# ) 全局分岔分析

下面我们将方程（1）改写为下列形式：
"2 3"" 3 -#$（1 ’ "-）"·3%"/

3$!1 $45（&1 # 3’(）" .$!- $45
1
-&1( )# ，（!）

其中"为线性刚度，%为非线性刚度，$为小参数，
对系统（!）作全局特性的分析 "由于线性刚度与非线
性刚度的取值情况将影响到系统平衡点的性质及其

分布，下面我们就根据"与%的取值分别讨论系统
（!）的同宿轨分岔和异宿轨分岔 "

!"#" 同宿轨分岔

设线性刚度为负、非线性刚度为正，即"& (，%
6 (，为计算方便，令 7"7 ."(，则系统（!）的未扰系统
可表示为如下形式：

"·. $，

$·."( " ’%"/， （%）
其中"( 6 (，%6 ("
该系统显然为 8,9:;<4=系统，8,9:;<4=量

%（"，$）. 1
- $- ’ 1

-"( "- 3 1
#%"#，

并且系统有三个奇点，分别为 &( .（(，(），& >
( .

（ > "( ?! %，(）"通过计算系统（%）的 @,$40:,=矩阵在

各奇点的特征值可以得出，&( .（(，(）为鞍点，& >
( .

（ > "( ?! %，(）为中心，故产生同宿轨道 "

令 %（"，$）. 1
- $- ’ 1

-"( "- 3 1
#%"

# . (可以解得

" >（ #）. >
-"(!% 5A$B（"(（ # 3 #(）），

$ >（ #）.
C" >

C # ."
-"

-
(!% 5A$B（"(（ # 3 #(））
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! "#$%（ !! &（ ! ’ !&））(
以上即为同宿轨 "&（ !）的参数方程，同宿环为" )
｛（&，&）"｛"&（ !）* !##｝｝，见图 + (

图 + 相平面（ $ , %）上的同宿轨道

当小摄动存在时，根据文献［-］的分析可知对于
充分小的#$&，受扰系统的双曲鞍点 && 的类型保

持不变，&&
# ) && ’ &（#），& .

& 在小扰动下形成双曲

汇点 (扰动后的相图如图 -所示 (

图 - 扰动后的双曲流形

扰动后，轨道的局部稳定流形 ’ /
012（&&

#）和不稳

定流形 ’3
012（&&

#）与未扰系统的周期轨是 ( 阶逼近

的 (并且对任意 !&，平面% !&
上的轨道 " /

#（ !，!&），

"3
#（ !，!&）可分别表示为

" /
#（ !，!&）) "&（ ! , !&）’#" /（ !，!&）’ &（#），

! #（ !&，4），

"3
#（ !，!&）) "&（ ! , !&）’#"3（ !，!&）’ &（#），

! #（, 4，!&）(

我们对% !&
上 "&（&）处的稳定流形 ’ /（&!&

#）与不稳

定流形 ’3（&!&
#）的间隔作如下定义：)（ !&） )

"3
#（ !&）, " /

#（ !&），其中 "3
#（ !&）)567 "3

#（ !&，!&），"
/
#（ !&）

)567 " /
#（ !&，!&）分别是在 ’ /（&!&

#）和 ’3（&!&
#）的法线

方向 * &（"&（&））上最接近 &!&
# 的唯一点 (由于受扰

系统轨道的局部稳定流形 ’ /
012（&&

#）和不稳定流形

’3
012（&&

#）与未扰系统的周期轨 ( 阶逼近，所以

)（ !&）)#
*（"&（&））’（"3（ !&）, "/（ !&））

*（"&（&）） ’ &（#8）(

根据全局分岔分析方法［-］进一步定义扰动系统的

960$:;1<函数

+（ !&）)(
’4

,4
% .（ ! [） *8 21/

=
8$=( )!

, *= 21/（$= ! ’%&）$

, 8&（= , $8）% ,’$ ]> 5 !

)! !! & *=$=

(
/62% !$=

8 !!( )
&

/:$（$= !&）

,!$= *8 !
8

8!(
/62% !$=

? !!( )
&

/:$ $= !&( )8

,
+&!& !! &

>(
(

对于足够小的# @ &，如果 +（ !&）没有零点，

’ /
012（&&

#）)’3
012（&&

#）))；如果 +（ !&）存在一阶零
点，那么稳定流形 ’ /

012（&&
#）与不稳定流形 ’3（&!&

#）

将横截相交，系统可能出现混沌运动 (

!"#" 异宿轨分岔

下面讨论线性刚度为正、非线性刚度为负的情

形，即!@ &，(A &时，系统的全局分岔情况，即对应
第 8，>节所讨论的情形 (
令 *(* )(&，则系统（B）的未扰系统可表示如下：

$·) %，

%·) ,!$ ’(& $>， （+）
其中!@ &，(& @ & (
该系统也是 C#D:0"1$系统，C#D:0"1$量

,（$，%）) =
8 %8 ’ =

8!$
8 , =

?(& $?，

系统的三个奇点分别为 &= )（&，&），&8，> )（ . !E(! &，

&），如上方法可以判定 &= 为中心，&8，&> 均为鞍点，相

平面上的不变流形为 + )（$&，%&）)（ . !E(! &，&）(

当 , )!
8 E?(& 时，有

=
8 %8 ’ =

8!$
8 , =

?(& $? )!
8 E

?(&，这时有一对异宿轨道把两个鞍点 &8 )（ , !E(! &，

&）和 &> )（ !E(! &，&）连成异宿闭环 (异宿轨道为

" .（ !），并且满足 0:D
!* . 4

" .（ !）) &8，> (所以异宿闭轨

B>?? 物 理 学 报 F+卷



为! !｛!"!｛" #（ #）$ #"$｝!!%｝，其中 " #（ #）的
参数方程可表示如下：

% #（ #）! "## &
’
#" "(## &（ #) #&） * +
’
#" "(## &（ #) #&） ) +

，

& #（ #）! ,"
#&

’
#" "(## &（ #) #&）

（’
#" "(## &（ #) #&） ) +）"

，

其相轨迹如图 +&所示 -

图 +& 相平面（ %.&）上的异宿轨道

下面分析未扰系统在受小摄动，并且限制在不变

流形 ’ 上的动力学行为 -从文献［/］的结论可以知
道，在足够小的$0 &扰动下，’ 沿着稳定和不稳定

流形是不变的，摄动成 ’$，且 ’$ ! ’ !（ # "(## &，

&）-对于系统的全局扰动分析都可以限制在不变流形
’上进行 -扰动后的相图如图 ++所示 -

图 ++ 扰动后的双曲流形

由异宿闭轨的参数方程，将其 1’234567函数定
义为［/］

’（ #&）!$
)8

*8
& #（ # [） (" 96:

+
"%+( )#

* (+ 96:（%+ # )&&）%

* "’（+ * %"）& *(% ]% ; #，

即 ’（ #&）! )，其中

) ! * ,"
#&$

)8

*8
’
" "(## &（ #) #&） )+

)"
; #，

)+ ! (+ 96:（%+ # )&&） "(## & ’
" "(## &（ #) #&）

* (+ 96:（%+ # )&&） "(## &

* (" 96:（%+ # ("）’
" "(## &

* (" 96:（%+ # ("），

)" !（’
" "(## &（ #) #&） ) +）% -

如果 ’（ #&）即 ) 存在一阶零点，那么扰动系统

的稳定流形与不稳定流形将横截相交，系统运动可

能出现分岔 -若取定与第 "，%节相同的参数，即"!
+<&，#& ! &<+，%+ ! "<&+，&& ! =<,,，(" ! &<= 代入上

式，在相应的初始条件下可求得当 (+ ! "<== 时 ’
（ #&）! &，说明此时系统运动可能混沌，且该值与图 ,
（>）所示的混沌出现的参数条件基本符合 -

= < 结 论

由于复合非线性振子中存在着不同的非线性结

构，各种经典的非线性特性都会在系统的演化过程

中或多或少地呈现出来 -同时复合振子又包含多个
频率因素，不同频率间的相互作用导致系统出现概

周期解，并由周期解直接进入混沌，即 ?@>2’马蹄意
义下的混沌 -通过比较一、二次近似下系统解的形式
及其稳定性，验证了利用一次近似解分析问题的有

效性及可行性 -依据全局扰动方法，分析了系统的同
宿轨和异宿轨分岔，计算了其轨道方程，通过构造

1’234567函数给出了系统产生混沌的一个必要
条件 -

［+］ ?>39A’B C D，C>EF’A G H +//& *+#,-+.#/0+.1 203-+.1 0( 40+1/+,.-

’,56.+/57 !" +I%

［"］ G:A5’3>BE J，K6L’3 M，H6LN4OB P Q +//R !6&7 - 8,## - G !#$ +/=

［%］ D2.S4T J U "&&+ 96.07，:01/#0+7 .+; )-.5#.17 %! V&=

［,］ KW95’3A’4@’L X，H62@’: Q +/R% 40+1/+,.- <75/11.#/0+7，=&+.>/5.1

:&7#,>7 .+; ?/(3-5.#/0+ 0( @,5#0- )/,1;7（C’N J6L5：?YL43Z’L.[’L2>Z）

［=］ MA’3 J ?，P’W3Z G J \ +//R ?/(3-5.#/0+ .+; 96.07 /+ A+B/+,,-/+B
（P63;63：?YL43Z’L.7’L2>Z）

［I］ ［陈予恕 "&&" 非线性振动（北京：高等教育出版社）］

［V］ 16 X ]，MA’3 P H "&&R C5#. !6&7 - :/+ - "& ,I,I（43 MA43’:’）［莫

嘉琪、陈丽华 "&&R 物理学报 "& ,I,I］

［R］ ?A4 Q 1，P4W ^，P4W ? "&&R C5#. !6&7 - :/+ - "& ,IV=（43 MA43’:’）

V%,,V期 季 颖等：参外联合激励复合非线性振子的分岔分析
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［(］ )*++*,- . /(## !"#$%" $&’()*%+&#, %,- *.%#/：%,%"0+&*%" 12+.#-/
（01234567：.86*,+163916:;+）

［/"］ <=;,+ > ?，);,+ )，@1 A B !""# 3*+% 4.0/ C 5&, C !" ’D#$（*,

?=*,1-1）［张琪昌、王 伟、何学军 !""# 物理学报 !" ’D#$］

［//］ B* 4，E* > . !""# 6#,"&,2%) 3,%"0/&/：72%" 8#)"- 399"&*%+&#,/ #

/!%/
［/!］ @F @ 4 !""" 399"&2- ,#,"&,2%) -0,%1&*/（ E1*G*,+： HI*;J*5,

K,LF-J6M N61--）8’&（*, ?=*,1-1）［胡海岩 !"""应用非线性动力

学（北京：航空工业出版社）第 ’&页］
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HS-J6;QJ
U=1 LM,;T*Q- 5V ; Q5T85F,L 5-Q*::;J56 2*J= 8;6;T1J6*Q ;,L 1WJ16,;: 1WQ*J;J*5, =;- S11, *,I1-J*+;J1LC X5Q;: S*VF6Q;J*5,
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