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在对一些已有的超混沌系统研究和分析的基础上，提出了一个新的四维自治的超混沌系统，这个超混沌系统

是通过引入一个状态变量到一个三维自治混沌系统而生成的，它较已有的超混沌系统而言，不仅最大的 )*+,-./0
指数要大一些，而且在参数变化时，呈现超混沌的参数范围也很大 1在对该系统进行数值仿真和分形分析的同时，
也通过模拟电路对其进行了验证，电路实验结果表明，在电路中分别呈现的周期、伪周期、混沌、超混沌特性与数值

仿真中获得的结果是一致的 1
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! L 引 言

M/EE@FN在 !:’:年提出了超混沌这一现象［!］，在
随后的几十年里，尤其是当 !::: 年 6BF. 等通过状
态反馈的方法将一个不混沌的 )/NF.I系统控制成一
个混沌系统以后［"］，在很多领域，混沌、超混沌研究

吸引了越来越多的注意 1这些领域包括控制［%—2］、同
步［4］、通讯［’］和非线性电路［(］等 1由于超混沌系统的
特点和很好的应用前景，它的生成和分析也越来越

受到关注［:—!"］1
通常认为，混沌系统和超混沌系统区分的主要

依据是 )*+,-./0指数，当一个四维连续系统有两个
正的 )*+,-./0指数，一个零和一个负的 )*+,-./0指
数时，系统是超混沌的；当一个四维连续系统有一个

正的 )*+,-./0指数，一个零和两个负的 )*+,-./0指
数时，系统是混沌的 1
在著名的 )/NF.I系统基础上，研究人员相继提

出了一些超混沌系统 1 )?等通过在 )/NF.I系统的第
二个方程加入状态反馈控制器设计了一个超混沌系

统［!%］；O+/等通过在三维自治的 )/NF.I系统的第二
个方程加入非线性控制器获得了一个新的超混沌系

统［!3］1在 O+/的基础上 6+.P等提出了一个四维非自
治的超混沌系统［!2］，这三个系统的共同优点是都具

有非常复杂的动态特性，这些特性包括混沌、超混

沌、周期、和伪周期 1同时它们都是通过 )/NF.I系统
产生的，在结构上较为简单，在物理上很容易实现，

具有很好的实际研究意义 1但是它们的两个最大的
)*+,-./0指数都比较小，文献［!%］提出的系统的第
一大 )*+,-./0指数在 &L2左右，第二大 )*+,-./0指
数在 &L" 左右；文献［!3］提出的系统的第一大
)*+,-./0指数在［&L2，!］之间，第二大 )*+,-./0指数
要小于 &L" 1文献［!2］提出的系统的第一大 )*+,-./0
指数在 &L2左右，第二大 )*+,-./0指数要小于 &L! 1
另外，当特性参数变化时，这三个系统的超混沌范围

不是很大 1文献［!%］提出的系统呈现超混沌特性的
可变参数范围为［&，""］和［%’，3"］，文献［!3］提出的
系统呈现超混沌特性的可变参数范围为［&，&L"］1文
献［!2］提出的系统呈现超混沌特性的可变参数范围
为［%L(，3L!］和［2L((，4L!2］1
近几年，研究工作者又相继提出了一些新的混

沌系统，6BF.等，)?-等和 Q+.P 等提出了分数阶混
沌系统［!4—!(］，Q+.P和 R?等也提出了几个不同的混
沌系统，同时进行了详细地分析［!:—"!］1这些系统都
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具有非常复杂的动态特性 !
在文献［"#］提出的系统基础上，$%&’等通过在

其第二个方程加入状态反馈获得了一个奇异的只有

一个平衡点的超混沌系统［((］!同时 )*’+ 等也在文
献［"#］提出的系统基础上，通过在第二项中加入另
一个状态反馈构造了另一个超混沌系统［(,］，该系统

的平衡点有 -个 !比起本文中前面提到的文献［",—
"-］的超混沌系统，这两个系统的最大的 ./*01’23指
数要大一些 !同时，当参数变化时，它们呈现超混沌
特性的参数范围也要大一些 !文献［((］提出的系统
的第一大 ./*01’23 指数在［(，4］之间，第二大
./*01’23指数在最大处也大于 56-，文献［(,］提出的
系统的第一大 ./*01’23指数在［56-，"］之间，第二大
./*01’23指数也大于 56( !文献［((］提出的系统呈现
超混沌特性的可变参数范围为［5，"7"］和［(4"，
(#7］，文献［(,］提出的系统呈现超混沌特性的可变
参数范围要小一些 !但非常遗憾地是这两个系统没
有通过电路实现 !
基于上述研究，本文提出了一个新的四维自治

超混沌系统，这个超混沌系统是在文献［"#］提出的
三维自治混沌系统的基础上引入一个状态反馈到它

的第二个方程而得到的 ! 这个超混沌系统的
./*01’23指数比本文中提到的每一个系统都要大，
另外，当特性参数变化时，它的混沌和超混沌域也是

最大的 !这个超混沌系统具有非常复杂的动态特性，
当可变参数 ! 变化时，它可能是周期的、伪周期的、
混沌的或超混沌的 !在对这个超混沌系统进行分形
分析和数值仿真的同时，本文也针对这个超混沌系

统设计了相应的电路 !分别从数学、数值仿真和电路
实现三个方面论证了该超混沌系统的性能 !

( 6 一个大范围超混沌系统

!"#" 一个大范围超混沌系统的产生

最近，89 等在 .2:&’;系统的基础上，提出了一
个三维自治的混沌系统［"#］

"·< #（$ = "）> $%，

$·< &" = "% = $，

%·< "% = ’%， （"）
它有 -个平衡点，能产生非常复杂的动态特性，这些
特性包括 ?20@分岔，双周期分岔，周期轨等 !现在加
一个状态 ( 反馈到这个系统的第二个方程，就产生

了一个新的四维自治系统 !当选择合适的 #，’，&，
)，! 时，这个系统就可能产生各种复杂现象，这个
新的具有超混沌特性的系统可以通过方程表示为

"·< < #（$ = "）> $%，

$·< < &" = $ = "% > (，

%·< < )"$ = ’%，

(·< = !$ > 56-"$， （(）
（"，$，%，(）!!4，#，’，&，)，!!!，在本文的研究
中，取参数 # < -5，’ < -，& < "55，) < -! ! 是可变化
的，本文中主要讨论了 !!［"5，"555］之间系统的
特性 !

!"!" 超混沌系统（!）的基本特性分析

(6(6"6 耗散性
对于系统（(）有

!

* <""·

"" >"$·

"$ >"%·

"% >"(·

"(
< = # = " = ’，

当 # > ’ > " A 5时，系统是耗散的，这说明当选取参
数满足上述条件时，系统的状态变化是有界的 !
( 6(6(6 平衡点分析
根据平衡状态的特点可以求出该系统的平衡

点，系统（(）的平衡状态方程为
#（$ = "）> $% < 5，

&" = $ = "% > ( < 5，
)"$ = ’% < 5，

= !$ > 56-"$ < 5! （,）
很明显（5，5，5，5）是系统的一个平衡点，它与系统参
数 #，’，&，)，! 无关 !

如果令 + < (#!，, < ()!
’ ，那么可得到系统的另

(
外的平衡点为

(!，= # B #( > 4" ,+
(, ，= # B #( > 4" ,+

( ，

= (&! > = # B #( > 4" ,+
(, > ! = # B #( > 4"( ) ),+ !

!"$" 超混沌系统的分形分析

当 # < -5，& < "55，’ < -，) < -时，变化 ! 可以
得到如图 "所示的 ./*01’23指数图和分岔图 !本文
中的指数图和分岔图都是在 !!［"5，"555］之间获
得的 !需要说明的是系统（(）的第四个 ./*01’23指数
是一个比较大的负数，在图 "中没有列出 !从对图 "
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的分析中，可以看到当参数 ! 取值相同时，它们从
各自角度所展现的系统的特性是一致的 !使一个系
统呈现超混沌特性，需要满足两个条件："）如果系统
是连续自治的，那么系统的维数应该大于或等于 # !
$）超混沌系统中耦合的方程导致不稳定的维数至
少为 $维，其中之一必须包含非线性项 !本文中研
究的超混沌系统（$）的维数是 # 维，这是连续自治
系统产生超混沌的最小维数 !另外，通过对图 " 所
示的指数图和分岔图分析，在呈现超混沌特性时，

系统（$）的最大的 %&’()*+, 指数基本上大于或
等于 -，第二大 %&’()*+, 指数在最大时也要超过
./0 !当 !!［".，"...］之间时，在［ "1/$，#2.］这
个区间上，除了几个特别点之外，系统（$）都呈现
超混沌特性 !本文中根据这个特点将系统（$）称为
大范围的超混沌系统 !该系统无论从两个最大的
%&’()*+,指数上，还是从呈现超混沌特性的可变
参数范围上都明显优于本文中提到的几个超混沌

系统 !

图 " %&’()*+,指数图和分岔图（ !!［".，"...］）（’）%&’()*+,指数图；（3）分岔图

混沌系统和超混沌系统从相轨迹上很难区分，

一般都是通过系统的 %&’()*+,指数来区分 !对于一
个四维连续自治的系统，在它的四个 %&’()*+,指数
中，当最大的 %&’()*+,指数为零，其他三个 %&’()*+,
指数为负时，系统是周期的；当两个最大的 %&’()*+,
指数都为零，其他两个 %&’()*+, 指数为负时，系统
是伪周期的；当最大的 %&’()*+, 指数为正，其他三
个 %&’()*+,指数中，有一个为零，其余为负时，系统
是混沌的；当有两个最大的 %&’()*+, 指数为正，其
他两个 %&’()*+, 指数中有一个为零，有一个为负
时，系统是超混沌的 !
根据如上规则，针对系统（$）得到如下结论：
"）当参数满足 !!｛［".，"1/"］，［04/-，1./"］，

［"4#/0，"44/0］，［-.$，-.0］，［-""/1，-"-/$］，［155，
4."/2］，［4-2/5，44$/0］，［2"2，2"5/0］，［240，22"/5］，
［224/2，"...］｝，系统（$）是周期的 !

$）当参数满足 ! !｛［#2.，152/5］，［4."/5，
4-2/2］，［44$/1，44#/5］，［440/"，441/0］，［441/5，
2"4/5］，［2"5/1，240/4］，［22$，224/4］｝，系统（$）是混
沌的 !

-）当参数满足 !!｛［"1/$，"4］，［"4/$，$1/0］，
［$1/4，04/$］，［05/$，05/0］，［1"，"4#/-］，［"44/1，
-."/5］，［-.0/"，-""/0］，［-"-/-，#2.］｝，系统（$）是超
混沌的 !

#）当参数满足 !!｛4-2/5，［41#，415］｝，系统（$）
是伪周期的 !
为了说明系统（$）中周期、伪周期、混沌、超混沌

各自轨迹的特点，本文中分别取了 ! 6 ".，"1/"，
412/5，5".，"..，02.，并对在这些 ! 值上的相轨迹进
行数值仿真 !
本文仅在图 $中给出了 "7 # 和 $7% 平面的相轨

迹，其中当 ! 6 ".，"1/"，5".时，如图 $（’）—（8）系统
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的吸引子是不同周期的极限环，它的运动形式是周

期的；当 ! ! "#$%&时，如图 ’（(）系统的吸引子是一
个极限环面，它的运动形式是伪周期的；当 ! ! )$*，

+**时，如图 ’（,），（-）系统的吸引子分别是混沌吸
引子和超混沌吸引子 .至于其他平面处的轨迹，鉴于
篇幅原因，此处不在赘述 .
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图 ! 系统（!）的相轨迹图（（"）为 !# " 平面，（""）为 ##$平面）（$）% % &’；（(）% % &)*&；（+）% % ,&’；（-）% % .)/*,；（0）% % 1/’；

（2）% % &’’

从对指数图和分岔图的分析以及以上结论中可

以看到，系统（!）在 %!［&’，&’’’］之间的很大范围
上都呈现混沌或超混沌特性 3

4 * 超混沌系统（!）的电路实现

本文中，针对超混沌系统（!）设计了一个四维电
路，如图 4 3在这个电路中有 5 个通道，它们分别代
表超混沌系统（!）的 5个状态 3电路中的每一个通道
都是由电阻元件、电容元件、乘法器和功率放大器组

成 3电路中的元件分别取 &&，&!& % &’ 6!，&! %
1’ 6!，&4 % . 6!，&5，&,，&&!，&&4，&&5，&&.，&&, %
& 6!，&) % !1 6!，&.，&&1，&!’，&!!，&!1 % &’’ 6!，&/

% 1’’ 6!，&&’ % 5’ 6!，&&& % !*1 6!，&&) % ! 6!，&&/

% 1, 6!，&!4，&!5 % !’ 6!；’&，’!，’4，’5 % & 78；运
放为 9845.:；乘法器为 ;<)443调整该电路的电阻
元件 &1 的阻值，即对应于调整超混沌系统（!）的第
四个方程的可变参数 %，当 &1 取不同的阻值时，用

示波器观察到了该超混沌系统的各种轨迹，这些轨

迹和数值仿真的结果是一致的 3为了和数值仿真结
果比较，本文在图 5中给出了超混沌电路的一些用
示波器观测到的相图 3这些相图分别对应于本文前
面图 !中给出的数值仿真相图 3

5 * 结 论

本文分析了一些最近提出的超混沌系统，提出

了一个新的四维自治的超混沌系统 3这个超混沌系
统不论从 9=$>?7@A指数上，还是从呈现超混沌特性
的参数范围上都具有很大的优越性 3在对该系统进
行数值仿真和分形分析的同时，也通过模拟电路对

其进行了验证，电路实验结果表明，在电路中分别呈

现的周期、伪周期、混沌、超混沌特性与数值仿真中

获得的结果是一致的 3从物理实现上验证了超混沌
系统的复杂特性，为超混沌系统的进一步应用提供

了手段 3
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图 ! 超混沌系统（"）电路实现
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图 ! 系统（"）电路实现的示波器相轨迹图（（#）为 !$ " 平面，（##）为 #$$平面）（%）%& ’ ()! *!；（+）%& ’ (),& *!；（-）%& ’ .. *!；（/）

%& ’ .()0& *!；（1）%& ’ ".)" *!；（2）%& ’ ! *!
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