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利用非完整映射方法，从一个已知 +,-./00空间构造一个嵌入其中的 +,-./0012/34/0空间 5作为特例，研究从
6789,:-/0空间构造 ;-,4<-0=>8?空间的方法 5基于 :@A9-.=-341B/C3/0C-原理和非完整映射，将一个 +,-./00空间的测
地线对应于另一个 +,-./0012/34/0空间的自平行线 5把这种非完整映射理论应用到刚体定点转动问题上，得到了刚
体运动的欧拉方程是欧拉角描述的 +,-./00位形空间的测地线方程，而在刚体角速度对应的准坐标空间上是常挠
率 +,-./0012/34/0空间的自平行线方程的结论 5
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! I 引 言

基于流形和纤维丛理论的现代微分几何学在物

理学中的广泛应用，极大地促进了物理学的发展，成

为规范物理学诸多研究领域的重要数学工具 5其中，
分析力学的几何化对非完整力学［!—$］的发展起了重

要的推动作用，它不仅深化了对非完整力学的理论

研究，而且推动了其应用研究，这使得约束系统几何

动力学成为目前该研究领域的主流方向之一［%—!(］5
在引力的规范理论中，将时空几何从 +,-./00 空间
推广到 +,-./0012/34/0 空间，建立了物质的能量动
量和自旋与 +,-./0012/34/0时空的曲率和挠率的关
系，从而推广了 6,0J4-,0 的广义相对论［!!—!$］5近些
年，人们认识到其他一些具有奇异特性的物理问题，

也和 +,-./0012/34/0 空间有着内在的联系，即这些
问题中物理系统的奇异特性联系着演化空间的非欧

特性———+,-./0012/34/0 空间的挠率［!%—"(］5根据这
一思想，可以将物理问题在 6789,:-/0 空间和
+,-./00 空间中的奇异性质描述为一个 +,-./001
2/34/0空间中挠率，从而为解决具有奇异物理性质

的问题提供了新途径 5因此，由系统演化空间的非欧
特性来构造一个 +,-./0012/34/0 空间的挠率，从而
实现物理模型奇异性质的几何化，是一个有重要意

义的问题 5 "( 世纪 *( 年代，德国学者 K9-,0-34 及其
合作者提出了通过把低维 +,-./0012/34/0空间嵌入
到高维 6789,:-/0空间来研究 +,-./0012/34/0空间挠
率的新方法［!)—!*］，并将这一方法引入到对非完整约

束系统的研究中，揭示了非完整约束与 +,-./001
2/34/0空间挠率之间的联系［"(］5我们在最近的工
作［!%，"!］中将这一方法做了推广，借助非完整映射将

+,-./0012/34/0空间嵌入到 +,-./00空间中，这在约
束系统动力学的研究中相当于包含了完整约束条

件，使 6789,:-/0空间中完整约束系统的位形空间约
化为低维 +,-./00空间，而系统所受到的非完整约
束则进一步增加了位形空间的挠率，使之成为

+,-./0012/34/0 空间 5利用 :@A!-.=-341B/C3/0C- 原理
所得到的非完整力学的 2L-4/-M动力学方程为该空
间的自平行线方程，而利用 N/.,94>0变分原理得到
的 M/?>0>.,8动力学方程为该空间的短程线（测地
线）方程［!%，"(］5
本文将进一步完善和深化 +,-./0012/34/0空间

第 &’卷 第 ’期 "((*年 ’月
!(((1$"*(O"((*O&’（(’）O&!%"1(’

物 理 学 报
A2PA QNRES2A ESTS2A

U>95&’，T>5’，A7C7J4，"((*
!

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
"((* 2L,05 QLFJ5 E>85



到 !"#$%&&空间的非完整映射理论，使之既包括了
奇异非完整映射也包括了非奇异非完整映射，即满

秩的非完整映射 ’并且具体研究由这种非完整映射
方法所构造的 !"#$%&&()%*+%&空间的几何量：度规、
联络及其挠率和曲率，其特例包括从一个 ,-./"0#%&
空间到一个有挠率、无曲率的 1#"+2#&34.5空间［66，67］

的映射 ’在此基础上，利用微分变分原理和积分变分
原理研究 !"#$%&&()%*+%&空间上“自由”动力学系统
运动微分方程的几何特征：自平行线和测地线的特

性，即直与短的特性，并建立起测地线与自平行线之

间的非完整映射 ’最后，作为一个应用实例，描述研
究刚体定点转动的 ,-/#*方程的几何特性 ’本文的研
究表明，描述刚体运动的 ,-/#*角所构成的位形空间
是一个具有曲率的 !"#$%&&空间，而其角速度所对
应的准坐标空间是一个既有曲率又有挠率的

!"#$%&&()%*+%&空间，且其挠率是常数 ’刚体的 ,-/#*
方程在 ,-/#* 角描述的位形空间中表现为 !"#$%&&
空间的测地线方程，它同时也是这个空间的自平行

线方程，而 ,-/#* 方程在准坐标空间中却表现为
!"#$%&&()%*+%&空间的自平行线方程，这符合物理学
的惯性原理 ’
本文中除特别说明外，均采用爱因斯坦求和约定，

并对指标取值范围作如下规定：!，"，#，$ 8 9，6，⋯，%；

!，"，#，$，% 8 9，6，⋯，&；&，’ 8 :，9，⋯，% ; & ’

6 ’ 非完整映射与 !"#$%&&()%*+%& 空间
的构造

考虑一个 % 维 !"#$%&& 空间 ’，(’ 为其切空

间，｛)!｝为空间 ’ 的局部广义坐标，｛*)!｝为切空间

(’ 的广义速度分量 ’设该空间的度规为 +!"，由该度

规决定的 !"#$%&&()<*"=+4>>#/联络或者度规联络为
#{ }! "

8 9
6 +#$（+!$，" ? +"$，! ; +!"，$）， （9）

其中 +!"，$ 8!$+!" 8!+!" @!)$ ’ 曲率为

,!"#$ 8 ;
!{ }" # ，$

?
!{ }" $ ，#

;
!{ }& $

&{ }" #
?

!{ }& #
&{ }" $

’ （6）

假设存在另一个空间 -，其局部广义坐标表示为

｛.!｝，相应的广义速度分量为｛.·!｝’若 /!和 /!分别
为空间’ 和- 的向量场的分量，我们假定两者之间
存在一个不可积即非完整映射

/! 8 0!
!/!， （7）

则相应的广义速度之间的非完整映射自然为

)·! 8 0!
!.
·! ’ （A）

它满足坐标和微分的变换关系

!)!

!.! 8!
*)!

!*.! 8 0!
!
，

!
!.! 8!)!

!.!
!
!)! ’

（B）

作为（7）或（A）式的特例，若 )! 为 !"#$%&& 空间或
,-./"0#%&空间的坐标，且 0"! 8""!，则（A）式退化为

)·! 8 .·!，

)·& 8 0&!.
·! ’

这相当于非完整约束条件的显式表达，此时可以证

明空间 - 为一个 !"#$%&&()%*+%&空间［9A］’另一个特
例是满秩映射情况，即 0#+（ 0!

!
）!:，存在逆映射 1!!，

满足 1!! 0"
! 8""

!，1!! 0!
" 8"!" ’由此得到

1!!!#0
!
" 8 ; 0!

"!#1!! ’ （C）
下面我们将就满秩的非完整映射构造空间 - 的
!"#$%&&()%*+%&结构，所得结果对非满秩的情况同样
适用 ’
定义空间 - 的度规为

+!" 8（0!，0"）8 +!"0!
!0

"
" ’ （D）

这样，两个空间中的向量 / 和 2 的标量积可以表
示为

（2，/）8 +!"2 !/ " 8 +!"2!/
" ’ （E）

空间 ’ 和空间- 中向量指标的升降分别用对应的
度规实施 ’为了求出空间 - 的联络，我们假设空间

’中的向量 /!的绝对导数
F/!

F 3 和空间 - 中向量 /!

的绝对导数
F/!
F 3 之间存在与（7）式相协变的关系，即

F/!

F 3 8 0!
!
F/!
F 3 ， （G）

其中

F/!

F 3 8 0/!

0 3 ?
!{ }" #

/")·#，

F/!
F 3 8 0/!

0 3 ?(!"$/".
·$ ’

（9:）

将（7），（A）和（C）式代入（G）式，可以求出空间 - 的
联络为

(#!" 8 +#$+!$0$
$ 0!

!，" ? 0"
!0

#
"

!{ }( )" #

8 1#! 0!
!，" ? 0"

!0
#
"

!{ }( )" #
，

（99）
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其中

!!" ! ! "#
!"
，"!# ! !!"!#$%$

" $
可以验证，（##）式所表达的联络是度规联络，即

!#$；" ! !#$，" "%!#"!!$ "%!$"!#!
! %$ （#&）

利用（’）式，并考虑度规对指标的升降作用以及
坐标变换关系（(）式，则空间 & 的挠率为

’!#$ ! "!# %#
［#，$］

! %#
［$!#］"!#

! #
&（%#

$!#"!# " %#
#!$"!#）

! " %#
#%

(
$!!"!［ #，(］， （#)）

[ ]其中 ·，· 表示反对称运算 $记

%!#$ ! %!!#$ * !
#

{ }$ ， （#+）

其中

%!!#$ ! "!# %#
#，$ ! " %#

#%
(
$"!#，(，

!
#

{ }$ ! "!# %(
#%

)
$

#{ }()
$

容易验证，

* %( )! ! *!#$"!
! "%!#$"，! *%!#$!，" "%!#&!%

!&
$" *%!#&"%!&$!

! %$ （#(）
由此得到联络%的曲率为

*#$"! ! "%#$"，! *%#$!，" "%#&!%
&
$" *%#&"%&$!

! " #{ }$" ，!
* #
${ }
! ，"

" #
&{ }
!

&{ }$"

* #{ }&"
&
${ }
!

"%!#&!
&{ }$"

" #
&{ }
!
%!&$"

*%!#&"
&
${ }
!

* #{ }&"
%!&$! $ （#’）

利用（,）和（#)）式，并考虑坐标变换关系（(）式，得到

!
#

{ }$ ! #
& !!& !&$，# * !#&，$ " !#$，( )&

! #
& !! [& !#(%#

&%
(( )$ ，# * !#(%#

&%
(( )
# ，$

" !#(%#
#%

(( )$ ， ]&
!

#{ }()
%)
#%

(
$"!$ * "!# %#

（#，$） " !!&!"$""# %
#
［#，&］

" !!&!"#"
"
# %#
［$，&］

! !
#

{ }$ *%!!（#$） " ’-!$# " ’-!#$， （#,）

其中

’-!$# ! !!&!$"’"#& $
将（#,）式代入（#+）式，得到 ./012334526723空间中联
络的通常表示

%!#$ ! !
#

{ }$ * ’!$# * ’-!$# * ’-!#$

! !
#

{ }$ * +!#$， （#8）

其中 +!#$为 ./012334526723 空间中的扭曲张量 $显
见，这是一个与度规相容的联络 $因此，曲率表达式
亦是

*#$"! ! " #{ }$" ，!
* #
${ }
! ，"

" #
&{ }
!

&{ }$"

* #{ }&"
&
${ }
!

" +#&!
&{ }$"

" #
&{ }
!

+&$"

* +#&"
&
${ }
!

* #{ }&"
+&$!

" +#$"，! * +#$!，" " +#&!+
&
$" * +#&"+&$! $ （#9）

当空间 , 为 :;<=/>023空间时，!#( !’#(，%
#
() ! %，’#

() !
%，（+）式退化为从有挠率有曲率的 ./012334526723空
间到平直空间的映射，导数的协变性条件、空间 &
的联络、挠率等分别变为

>-#

> . ! %##
?-#
? . ， （&%）

%!#$ !%!!#$ ! "!# %##，$， （&#）

’!#$ ! ’!!#$ ! "!# %#［#，$］$ （&&）
容易验证，联络（&#）式满足

?$"!# ! "!#，$ *%!#$"## ! %，

?$%
#
# ! %##，$ "%!#$%

#
! ! %$ （&)）

特别是该联络的曲率为零，即

*#$"! ! *!#$"!
! "%!#$"，! *%!#$!，" "%!#&!%

!&
$" *%!#&"%!&$!

! %$ （&+）
说明这样得到的空间 & 为有挠率、无曲率的
@0/7A03BC<D空间［&&，&)］$可以证明，这一结论对非满
秩非完整映射同样成立 $

) $./012334526723空间中的运动方程

完整动力学系统的位形空间为 ./01233 空间，
这个空间的测地线和自平行线重合，即为

/- # *
#{ }()

/·(/·) ! %$ （&(）
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该方程既可以由描述自平行特征的 !"#$%&’%()*
+,-(,.-%微分变分原理得出，也可以由描述短程特

征的 /,&0$)1. 积分变分原理导出，前者等价于2!·"
2 #

3 4，后者等价于!!
#5

#6
$"% !!" !!% 3 47 如果一个动力

学系统的位形空间具有 80%&,..*9,(),. 结构，由于
空间的挠率不为零，测地线与自平行线将分离，由

/,&0$)1.原理所得到的运动方程仍然为（5:）式所示
的测地线方程，而由 !"#$%&’%()*+,-(,.-%原理得到的
运动方程则是由该空间联络的对称部分所决定的自

平行线方程，即

!; " <!"
%&!·%!·& 3 47 （5=）

作为一个不受人为控制的动力学系统，它所满

足的物理原理应该是符合惯性原理的 !"#$%&’%()*
+,-(,.-%原理 7 下面就从空间 ’ 中的 !"#$%&’%()*
+,-(,.-%微分变分原理

（>［(］" < )"）!!% 3 4 （5?）
出发，求出空间 ) 中的动力学方程 7这里，

( 3 6
5 $"%!·"!·%，

［(］" 3 "
(

"!" > !
! #
"(
"*!" 7

考虑（@）式，假设空间 ’ 与空间 ) 的坐标变分
满足

!!" 3 +"
"!,"， （5A）

如果系统不受非保守力作用，利用（@），（:）和（5A）
式，则变分原理变换为

!
! #
"(
"!·"

> "(
"!( )" !!%

3 $"%!; % > 6
5 $%&，"!·%!·& < $"%，&!·%!·( )& #!"

3 $"%!; % < $"%
%{ }&-

*!& *!( )- !!"

3 $"% !; % <
%{ }&-

!·&!·( )- #!"

3 $"% +%
",;" < +%

"，$,
·",·$ <

%{ }&-
+&
"+

-
$,
·"*,( )$ +"

%#,%

3 $"%+"
% +%

",;" < +%
"，$ <

%{ }&-
+&
"+

-( )$ ,·",·[ ]$#,%

3 $"%+"
%+

%
",;" < $"%+"

% +%
"，$ <

%{ }&-
+&
"+

-( )$ ,·"*,[ ]$ !,%

3 $%" ,;" < $"&$"%+"
& +%

’，$ <
%{ }&-

+&
’+

-( )$ ,·’,·[ ]$#,%

3 $%" ,;" <!"’$,
·’,·[ ]$ !,%

3 47 （5B）
考虑到!,%的任意性，得到

,;" <!"’$,
·’*,$ 3 47 （C4）

可见，此时在空间 ) 中，系统的运动方程为自平行
线方程 7
（C4）式表明，在（C）或（@）式所表示的对应关系
下，系统在空间 ’ 和空间) 的运动分别表现为短程
线和自平行线，即空间 ’ 的短程线对应于空间) 的
自平行线 7这种对应为非完整映射

!; " <
"{ }%&

!·%!·& 3 +"
"

,;" <!"’$,
·’,·( )$ 7 （C6）

这个关系既可以直接验证，也可以将 ." 3 !·"，." 3

,·"代入（B）式中得到 7利用（6A）式，方程（C4）也可以
表示为［6@，54］

!
! #
"(
",·( )" > "(

"," 3 5/&"$
"(
",·&

,·$ 7 （C5）

@ 7DE$%(方程的几何描述

作为一个应用实例，研究定点转动刚体的运动

方程在两个不同位形空间中的几何表示 7在研究刚
体定点转动的经典方法中，考虑到组成刚体的质点

间的几何约束，定点转动的刚体只有 C个自由度，通
常选择 DE$%(角(，)，*作为广义坐标来描述刚体运
动，其中(是进动角，)是章动角，*是自转角 7与

(，)，*相对应的角速度可以用 DE$%(运动学公式表
示为

+6

+5

+









C

3
(
·F0.)F0.* <)

·
G1F*

(
·F0.)G1F* >)

·
F0.*

*
·<(
·G1F











)

3
F0.)F0.* G1F* 4
F0.)G1F* > F0.* 4
G1F)









4 6

(
·

)
·

*











·
7 （CC）

它的逆变换为

(
·

)
·

*











·
3

F0.*
F0.)

G1F*
F0.)

4

G1F* > F0.* 4
> F0.*G1)) > G1F*G1))











6

+6

+5

+









C

7

（C@）
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角速度!"（" ! "，#，$）不是严格意义上的速度概
念，可称之为准速度，它在形式上可以看成准坐标#
的导数，即!" !#·" %如果取 !" !$，!

# !%，!$ !&
作为位形空间" 的坐标，而空间 # 的坐标为#"，则
（$&）式可表述为

!·$ ! %$"#
·" %

比较（&）与（$&）式，得到两个互相可逆矩阵

! ! &"( )$ $’$ !
()*%()*& +,(& -
()*%+,(& . ()*& -

+,(%









- "
， （$/）

" ! %$( )
" $’$ !

()*&
()*%

+,(&
()*%

-

+,(& . ()*& -
. ()*&+,0% . +,(&+,0%











"

%

（$1）
刚体定点转动时的动能可以表示为

’ ! ( ! "
# )"’!"!

’， （$2）

其中二阶张量 # 为刚体的转动惯量 %不失一般性，
如果将本体坐标轴取作与刚体的惯量主轴重合，则

刚体的转动惯量将只有对角元素，即

)"’ ! )"("’ % （$3）
此时刚体的动能表达式简化为

’ ! "
# )" !( )" # % （$4）

此时空间 # 的度规为

*"( )’ !

)" - -
- )# -
- - )









$

，

*"( )’ !

"
)"

- -

- "
)#

-

- - "
)















$

%

（&-）

空间 " 的度规为

*( )$+ $’$ ! *"’&"$ &
’( )+ $’$

! !5· *"( )’ ·!

!

)" ()*#%()*#& 6 )# ()*#%+,(#& 6 )$ +,(#% )" . )( )# ()*%()*&+,(& )$ +,(%
)" . )( )# ()*%()*&+,(& )" +,(#& 6 )# ()*#& -

)$ +,(% - )











$

， （&"）

*( )$+
$’$ !

)" +,(#& 6 )# ()*#&
)" )# ()*#%

)# . )( )" ()*#&
)" )# ()*%

. +,(%
()*#%

+,(#&
)#

6 ()*#&
)( )
"

)# . )( )" ()*#&
)" )# ()*%

()*#&
)#

6 +,(#&
)"

)" . )( )# ()*#&
# )" )# 07*%

. +,(%
()*#%

+,(#&
)#

6 ()*#&
)( )
"

)" . )( )# ()*#&
# )" )# 07*%

+,0#%
+,(#&
)#

6 ()*#&
)( )
"

6 "
)



















$

% （&#）

将（&"）和（&#）式代入（"）式得到空间 " 的8)9:7**;<=>)(0,??9@联络的非零分量为
"{ }""

!
)" . )( )# )" 6 )# . )( )$ ()*#&+,(%

# )" )#
，

"{ }# "
!

"{ }" #
!

)" 6 )# . )( )$ +,(% )" +,(#& 6 )# ()*#( )&
# )" )# ()*%

，

"{ }$ "
!

"{ }" $
!

)" . )( )# )" 6 )# . )( )$ ()*#&
& )" )#

，

#{ }" "
!

)" . )( )# )" 6 )# . )( )$ +,(#&()*#% 6 )" )$ . )( )" ()*#%
# )" )#

，

#{ }# "
!

#{ }" #
!

${ }$ "
!

${ }" $
! . )" . )( )# )" 6 )# . )( )$ ()*#&+,(%

& )" )#
，

#{ }$ "
!

#{ }" $
!

)#" . )## . )" )$ 6 )# )( )$ +,(#&()*% 6 )" )$ 6 )" )# . )( )#
" ()*%

# )" )#
，
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!{ }" "
#

!" !$! % !$" !! & !$$ !! % !$ !( )$
! ’()$!)*+$" % !$" !$ % !" !( )$

$ )*+$!)*+$"
$ !" !$ !!

，

!{ }$ "
#

!{ }" $
#

!" !$! % !$" !! & !$$ !! % !$ !$! & $ !$" !$ % $ !" !( )$
$ ’()$!’()$"

$ !" !$ !! )*+!

&
!" !$$ % !$" !$ & !$ !$! % !$$ !( )! ’()$!

$ !" !$ !! )*+!

&
$ !" !$$ % $ !$" !( )$ ’()$" & !$" !$ % !" !$$ % !" !$ !!

$ !" !$ !! )*+!
，

"{ }! $
#

"{ }$ !
#

!$" % !" !( )! ’()$" & !$$ % !$ !( )! )*+$" % !" !$
$ !" !$ )*+!

，

${ }! $
#

${ }$ !
# % !" % !( )$ !" & !$ % !( )! )*+$"

, !" !$
，

!{ }$ $
#

!" % !( )$ )*+$"
$ !!

，

!{ }! $
#

!{ }$ !
#

% !$" % !" !( )! ’()$"’()! % !$$ % !$ !( )! )*+$"’()! & !" !$ ’()!
$ !" !$ )*+!

- （,!）

将（,!）式代入（$）式可得出相应的 .*/01++ 空间的
曲率，在此限于篇幅不列出结果，而挠率 "#

$% # 2-易
验证，由在空间 & 中刚体自由转动的 31451+4/方程

!’
!#

% 6
6 (
!’
!#
· # 2，

!’
!! % 6

6 (
!’

!!
· # 2，

!’
!"

% 6
6 (
!’
!"
· # 2-

（,,）

可推出相应的 789/5方程
!" % !( )$ $"$$ % !!$·! # 2，

!$ % !( )! $$$! % !"$·" # 2，

!! % !( )" $!$" % !$$·$ # 2 -

（,:）

显见，这个方程是由 789/5角描述的 .*/01++位形空
间中的测地线方程 -
如果采用上述角速度和相应的准坐标，根据上

述理论，刚体定点自由转动的 789/5方程应该是准坐
标空间"（相当于上述 .*/01++;<15=1+空间 )）的自
平行线方程（$>）或（!$），即

6
6 (
!’
!%·( )& % !’

!%&
# $"’&(

!’
!%·’

*%( - （,>）

方程（,>）中，%·& #$&，’ # "
$ !&($&$

( -显见，这个方程

实际为

!&$
·& # $"’&(!’)’*$

*$( - （,?）
方程（,?）左边的重复指标&不表示求和 -将（!:）和

（!>）式中的矩阵元代入（"!）式，经繁琐计算可得到
空间"非零的挠率分量为

"!
"$ # "$

!" # ""
$! # % "

$，

"$
"! # "!

$" # ""
!$ # "

$ -
（,@）

将（!:），（!>）和（,!）式代入（""）式，可求得空间"的
联络为

+"
&

( )( !A! #

2 2 2

2 2 % !" % !$ & !!
$ !"

2
!" % !$ & !!

$ !"













2

，

（,B）

+$
&

( )( !A! #

2 2
!" & !$ % !!

$ !$
2 2 2

!" % !$ % !!
$ !$













2 2

，（:2）

+"
&

( )( !A! #

2 % !" & !$ % !!
$ !!

2

% !" & !$ & !!
$ !!

2 2













2 2 2

-

（:"）
将（,B）—（:"）式代入（">）式，即可得到准坐标空间
曲率的非零分量为
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!!
"!" # $ !!

""! #
（ "! $ "" $ "%）（ "! $ "" & "%）

’ "! "%
，

!!
%!% # $ !!

%%! #
（ "! $ "" $ "%）（ "! & "" $ "%）

’ "! ""
，

!"
!!" # $ !"

!"! #
（ "! $ "" & "%）（ "" $ "! & "%）

’ "" "%
，

!"
%"% # $ !"

%%" #
（ "" $ "! $ "%）（ "! & "" $ "%）

’ "! ""
，

!%
!!% # $ !%

!%! #
（ "" $ "! & "%）（ "! & "" $ "%）

’ "" "%
，

!%
""% # $ !%

"%" #
（ "! & "" $ "%）（ "! $ "" & "%）

’ "! "%
(

由此可知，准坐标空间!是一个曲率非零、挠率为
常数的 )*+,-../0-12-.空间 (将（’3）式代入（’4）式，

得到的正好是 567+1方程（’8），这说明 567+1方程在
这个准坐标空间中是自平行线方程 (

8 9 结 论

利用非完整映射方法，可以从一个已知

)*+,-..空间构造出一个嵌入其中的 )*+,-../0-12-.
空间，在此过程中，)*+,-..空间中的测地线将被映
射为 )*+,-../0-12-. 空间中的自平行线 (把这种非
完整映射理论应用到刚体定点转动问题上，得出

567+1方程是 567+1角描述的 )*+,-..位形空间 # 中
的测地线方程，而在刚体角速度对应的准坐标空间

!中是常挠率 )*+,-../0-12-.空间中的自平行线方
程的结论 (

［!］ :+*,-1; <，=6>-+? : !@4" $%&’()*+ ,- .,&/,0,&,()* 1%+23(+
（A1B?*C+.D+：E,+1*D-. F-2G+,-2*D-7 HBD*+2I）

［"］ F+* = J "KKK 4550 ( 63*/ ( !37 ( !" "3%
［%］ L6B M J，NG-B N，O*6 H J，P-.Q M，NG6 :，R-. J < "KKS 4*2’

8/%+ ( 1)& ( !! %3%3（*. 0G*.+T+）［郭永新、赵 、刘世兴、王

勇、朱 娜、韩晓静 "KKS 物理学报 !! %3%3］

［’］ U7BDG E F，U-*77*+67 <，01B6DG A，F-1TC+. < "KK% .,&/,0,&,()*

63*/’&)*+ ’&9 :,&2;,0（OB.CB.：HV1*.Q+1）

［8］ L6B M J，O6B H W，F+* = J "KK’ 497 ( 63*/ ( "# ’44（ *.

0G*.+T+）［郭永新、罗绍凯、梅凤翔 "KK’ 力学进展 "# ’44］

［S］ L6B M J，O*6 H J，O*6 0，O6B H W，P-.Q M "KK4 < ( 6’2/ (

8/%+ ( #$ K3"@K!
［4］ L6B M J，O6B H W，HG-.Q F，F+* = J "KK! !35 ( 6’2/ ( 8/%+ (#%

%!%
［3］ L6B M J，O*6 0，O*6 H J，0G-.Q A "KK@ 1*) ( :/)&’ ( 5 !& 4S!
［@］ U7BDG E F，W1*TG.-V1-T-C A H，F-1TC+. < 5，F611-I ) !@@S

4;*/ ( !’2),&’0 63*/ ( 4&’0 ( ’"( "!
［!K］ XQ7+T*-T/AB.2+ Y，C+ O+B. F，C+ Y*+QB Y F "KK3 < ( 8/%+ ( E #’

K!8"K8
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