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研究变质量完整力学系统在无限小变换下微分方程的共形不变性 *提出了该系统共形不变性的概念，推导出
变质量完整力学系统运动微分方程具有共形不变性，同时又是 +,-对称性的充分必要条件 *得到由共形不变性导致
的 ./-01-2守恒量 *
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! A 引 言

动力学系统的对称性和守恒量的研究在现代数

理科学中占有重要地位，也是分析力学的一个近代

发展方向［!—!!］* 近年来我国学者深入而广泛地研究
了动力学系统的 ./-01-2对称性、+,-对称性和形式
不变性［$—!’，!#—#!］* 共形不变性理论是 #’ 世纪 &’—
%’年代在规范场论，特别是引力规范场论中的热点
课题［##，#3］，近期在动力学系统中有了新的应用研

究［#$，#4］*文献［#$］利用几何方法研究了 B87,90/: 系
统的共形不变性，讨论了 B87,90/:系统共形不变性
的几何结构及其与一般对称性的关系 *文献［#&］研
究了 C,2D1/EE系统的共形不变性并导出了 ./-01-2守
恒量 * 由于近年来空间技术和其他工业技术的进
步，变质量动力学系统的研究越来越受到重视［#!］，

例如喷气飞机、火箭、卫星、航天器等，一般都是变质

量系统 * 由于系统质量的变化，系统的动力学方程
变得复杂，对其共形不变性的研究也比常质量系统

要困难，并且常质量系统仅仅是其特殊情况，因此变

质量系统共形不变性的理论自然适合于常质量系

统 * 本文研究变质量完整动力学系统的共形不变
性，给出变质量完整动力学系统共形不变性的定义

和确定方程，并且找到了系统的守恒量，最后给出一

个例子来验证本文研究成果的应用 *

# *系统的运动微分方程

假设系统由 ! 个质点组成，在瞬时 "，第 # 个质
点的质量为 $#（ # F !，⋯，!）；在瞬时 " G H "，有质点
分离（或并入）的微粒质量为 H$# *同时假设系统的
位形由 % 个广义坐标 &’（ ’ F !，⋯，%）来确定，并设
质点质量依赖时间和广义坐标

$# F $#（ "，!） （ # F !，#，⋯，!）， （!）
变质量完整力学系统的运动微分方程可表示为
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其中 ## 和 #·# 分别为第 # 个质点的矢径和速度，+# 为

微粒相对第 # 个质点的相对速度 *
变质量完整动力学系统的运动微分方程（#）可

以进一步表示为
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其中
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假设系统（"）非奇异，即
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由方程（"）可求出
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- %变质量系统的共形不变性

令

(" ! !"#%+ # # &" $ )" $ *" % （.）
定义 二阶微分方程 ("，在无限小生成元
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若变质量动力学系统具有共形不变性和 /01 对称
性，可得
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命题 ! 对于变质量完整动力学系统，其共形

不变性同时又是 /01对称性的充分必要条件是生成
元满足
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, ’ 共形不变性与守恒量

由变质量完整动力学系统的共形不变性，通过

671891:对称性可以导出 671891:守恒量 ’
命题 " 对于变质量动力学系统，如果共形不

变性的无限小生成元和规范函数 .6 满足 671891:
等式
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则共形不变性导致 671891:守恒量
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!" 算 例

设一变质量动力学系统的 #$%&$’%(函数为
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其中
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同时设微粒分离的绝对速度为零 3
由假设微粒分离的绝对速度为零，利用（4）式得
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因此共形因子为
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由（*:）式可得变质量完整动力学系统共形不变的充
分必要条件为
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此时系统是 #;(对称的，同时是共形不变的 3 把（+8）
式代入结构方程（+-）得
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7" 结 论

变质量完整力学系统在无限小变换下微分方程

的共形不变性，可通过 #;(对称性找到确定方程中
的共形因子#*

) ，该共形因子也就是系统的共形不变

性同时是 #;(对称性的充分必要条件 3 并且得到该
系统由共形不变性导致的 <0(2=(&守恒量 3
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