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构造了只包含一个非线性项的四维超混沌系统，得到了系统的 +,-./012指数谱、周期轨道、拟周期轨道、混沌
和超混沌吸引子 3给出了此超混沌系统的电路实现原理图，利用 456仿真得到了与数值仿真完全相符的动力学行
为 3同时给出了实现此超混沌系统同步的一种方法，并利用严格数学理论证明了该混沌同步方法 3在同步过程中并
未删除响应系统的非线性项，理论分析与仿真计算表明同步方法的有效性 3
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! F 引 言

混沌现象是非线性动力学系统所特有的一种复

杂运动形式，是自然界普遍存在的复杂现象 3自 "%
世纪 G%年代以来，对混沌现象的研究和应用一直是
非线性科学研究的热点之一，并在工程应用领域显

示出了其广阔的应用前景 3 +1HD0= 吸引子［!］是第一
个混沌模型，并成为混沌研究的范例 3 IJKK<DH给出了
超混沌的概念，并提出了超混沌 IJKK<DH 系统［"］3与
混沌相比，超混沌系统具有两个或两个以上的正

+,-./012指数，相轨在更多方向上分离，其动力学行
为更为复杂 3 文献［*］研究表明，具有一个正
+,-./012指数的混沌信号在作为保密通讯中的加密
信号时容易被破译，所以简单混沌信号不适宜作为

加密信号，复杂的超混沌信号可以提高混沌保密通

信和混沌信息加密的安全性 3因此，对超混沌的研究
将是信息工程领域中混沌应用的一个重要课题 3
近年来，研究者对一些三维混沌系统进行改造

得到了许多超混沌系统，如超混沌 +1HD0=系统［$—&］、
L>D0系统［)，(］、+M系统［G］、+;/系统［!%，!!］和 N;系统［!"］

等 3这些超混沌系统包含了至少两个或三个非线性
项，特别是超混沌 +1HD0=系统［$］和超混沌 N;系统［!"］

包含了四个非线性项 3然而，大家熟知的超混沌
IJKK<DH系统仅包含一个非线性项，所以超混沌

IJKK<DH系统是系统形式比较简单的一个超混沌系
统 3到目前为止，仅包含一个非线性项的超混沌系统
很少，因此，构造仅包含一个非线性项的超混沌系统

是一项富有挑战性但又十分有意义的工作 3
本文构造了仅包含一个非线性项的四维超混沌

系统，如超混沌 IJKK<DH系统一样简洁 3得到了包括
+,-./012指数谱、周期和拟周期轨道、混沌和超混沌
吸引子在内的丰富动力学行为 3同时，给出了此超混
沌系统的电路实现原理图，利用 456仿真得到了与
数值仿真完全符合的各种动力学行为 3最后，给出了
一种不删除响应系统非线性信息的混沌同步方法，

利用严格数学理论证明了该混沌同步方法 3

" F 一个结构简单的新超混沌系统

构造仅有一个非线性项的四维系统

!·O "! P !F"#，

#·O ! P %F!#$"，

$·O P # P !F" $ P ’%，

%·O $ Q %F(%，

（!）

其中所有的状态变量均为实数，% R ""%F&G为系统
参数 3显然，系统（!）在（ !，#，$，%）#（ P !，P #，
P $，P %）变换下能保持不变，即系统关于原点对
称 3系统具有如下三个平衡点：（ P %F!"&* Q ’&* S(，
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! "#$! % &! ’(#)，!，! ! ’(#)），（(#"$!* ! &!* ’)，"#$!

! &! ’(#)，! !，! ’(#)），（(，(，(，(），其中 ! + "$’! " ,
平衡点的稳定性可以通过求解系统（"）在平衡

点处 -./012矩阵的特征值得到，通过数值求解，容易
得到三个平衡点为不稳定平衡点 ,
对系统（"）的 34.56708 指数计算表明，当系统

( 9 ""(#:;时，系统（"）将出现周期和拟周期轨道、
混沌和超混沌状态，图 "给出了其 34.56708指数谱 ,
从系统（"）的 34.56708指数谱可得下面的结果 ,
当系统参数为 ( 9 ""(#$<时，!" + (，( =!$ =

!* =!>，系统处于周期状态 , 如 " + (#" 时，其

34.56708指数为（!"，!$，!*，!>）+（(，! (#"$<$)，

! (#"&&:>，! (#"&:<>），故系统处于周期状态，其周
图 " 超混沌系统（"）的 34.56708指数谱

期轨道如图 $所示 ,

图 $ " + (#"时系统（"）的周期轨道 （.）#?$相图，（1）%? & 相图

当系统参数为 (#$< 9 ""(#>&时，!" +!$ + (，

!* 9 (，!> 9 (，系统处于拟周期状态 ,如 " + (#>时，
其 34.56708 指数为（!"，!$，!*，!>）+ （ (，(，

! (#($>*$，! (#><:;*），故系统处于拟周期状态，其
拟周期轨道如图 *所示 ,
当系统参数为 (#>& 9 ""(#&; 时，!" = (，!$ +

图 * " + (#>时系统（"）的拟周期轨道 （.）#?$相图，（1）%? & 相图
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!，!" # !，!$ # !，系统处于混沌状态 %如 ! & !’("时，
其 )*+,-./0指数为（!1，!2，!"，!$）&（!’!2!33，!，

4 !’!253(，4 !’$6363），此时系统（1）存在一个大于
零的 )*+,-./0 指数，故系统此时处于混沌状态，其
混沌吸引子如图 $所示 %
当系统参数为 !’(6 # !!!’36 时，!1 7 !，!2 7

!，!" & !，!$ # !，系统处于超混沌状态 %如 ! & !’33
时，其 )*+,-./0 指数为（!1，!2，!"，!$）&（!’1161，

!’!$631，!，4 !’5(222），系统（1）存在两个大于零的
)*+,-./0指数，故系统此时处于超混沌状态，其
)*+,-./0维数为 ") & " 8（!1 8!2）9 !$ & "’165，其
超混沌吸引子如图 (所示 %

图 $ ! & !’("时系统（1）的混沌吸引子 （+）#:$相图，（;）%:#相图

图 ( ! & !’33时系统（1）的超混沌吸引子 （+）#:$相图，（;）%:#相图

上述分析表明，四维系统（1）在参数变化时具有
周期、拟周期、混沌和超混沌丰富动力学行为，所以

在适当参数下系统（1）处于超混沌状态 %

" ’ 超混沌系统的 <=>实现

现对系统（1）进行 <=>电路仿真，其电路原理
图如图 3 %
图 3中的电路参数为 &1 & 1! ?!，&" & 1!! ?!，

&$ & 5’" ?!，&( & 2 ?!，&3 & 12’( ?!，’ & 1! .@% &2

为可调电阻，通过改变 &2 就可得到不同的系统参

数 ! %如取 &2 & 1!! ?!，可得 ! & !’1；取 &2 & 2( ?!，

可得 ! & !’$；取 &2 & 15’53 ?!，可得 ! & !’("；取 &2

& 1(’1( ?!，可得 ! & !’33 %乘法器采用 AB3""，运算

放大器采用 )@"("C，电源电压为 D 1( E%
当 ! & !’1时，系统（1）周期轨道的 <=>电路仿

真结果如图 F所示 %当 ! & !’$时，系统（1）拟周期轨

道的 <=> 电路仿真结果如图 5 所示 %当 ! & !’("
时，系统（1）混沌状态的 <=>电路仿真结果如图 6
所示 %当 ! & !’33时，系统（1）超混沌状态的 <=>电

路仿真结果如图 1!所示 %
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图 ! 超混沌系统（"）的电路原理图 （#）—（$）分别对应系统（"）中各式

图 % ! & ’("时系统（"）的 )*+仿真 （#）"（#）,$（#）相图；（-）

%（#）, &（#）相图

图 . ! & ’(/时系统（"）的 )*+仿真 （#）"（#）,$（#）相图；（-）

%（#）, &（#）相图
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图 ! ! " #$%&时系统（’）的 ()*仿真 （+）"（#）,$（#）相图；（-）%（#）,"（#）相图

图 ’# ! " #$..时系统（’）的 ()*仿真 （+）"（#）,$（#）相图；（-）%（#）,"（#）相图

将图 /—图 %的计算机数值仿真结果与图 0—
图 ’#的 ()*电路仿真结果相比较可知，()*电路
仿真结果与计算机数值仿真结果完全一致，这表明

系统（’）的各种动力学行为可以很方便地由电路实
现 1由于 ()*软件采用的是实际电路元件模型，所
以其仿真实验与实际电路实验应该基本符合［’&］，因

而仿真实验结果是有效的 1

2 $ 超混沌系统（’）的同步研究

混沌同步是混沌保密通信中的一个重要问题，

下面研究超混沌系统（’）的混沌同步 1
为实现超混沌系统（’）和其响应系统的混沌同

步，为方便讨论，现将系统（’）改写为以下的超混沌
系统：

3$43&
3"43&
3’43&
3%43











&

"

! 5 ’$/ # #
’ # # #
# 5 ’ 5 ’$/ 5 %











# # ’ #$6













$
"
’
%

7

#
5 #$’"’/













#
#

" !













$
"
’
%

7 "（$，"，’，%）， （/）

其中 "（$，"，’，%）为系统（/）的非线性项，! 为系数
矩阵 1现仅讨论 #$%! 8 !!#$.! 的情况，此时系统
（/）处于超混沌状态 1
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将超混沌系统（!）作驱动系统，构造响应系统
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为驱动系统和响应系统状态变量的误差，&"（ !，#，
$，%）是 "（!，#，$，%）的 +,-./0矩阵，# 为待定矩阵 1
由于响应系统的控制项为（# ’ &"（!，#，$，%））

$，这表明此同步方法并未删除响应系统中的非线
性项 "（!#，##，$#，%#），故保留了响应系统自身的非
线性性质，这与很多直接删除响应系统非线性项的

同步方法不同 1
定理 如果矩阵 ! & # 的所有特征值具有负

实部，则响应系统（(）和驱动系统（!）可以达到混沌
同步 1
证明 由（(）式可得如下响应系统：
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则有驱动系统（!）和响应系统的误差系统为
"’) $" "
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（*）
显然 ’( % 2（ ( % )，!，(，*）是误差系统（*）的平衡点 1

误差系统（*）在平衡点 ’( % 2（ ( % )，!，(，*）处的

+,-./0矩阵是 ! & # 1
由于矩阵 ! & # 的所有特征值具有负实部，所

以平衡点 ’( % 2（ ( % )，!，(，*）是误差系统（*）的渐近
稳定平衡点，故有 405

"! & 6
’( % 2（ ( % )，!，(，*）成立，所

以响应系统（(）和驱动系统（!）可以达到混沌同步 1
定理表明，当选择合适的矩阵 #，使得矩阵

! & #的所有特征值具有负实部时，就可以实现响
应系统（(）和驱动系统（!）的超混沌同步 1
取 ) % 2377时进行数值仿真计算，此时系统（)）

处于超混沌状态 1当选择

% %

’ 8 ’ ) )3! 2 2
’ ) ’ ! 2 2
2 ) 2 8
2 2 ’ ) ’











!39

，

可得矩阵 ! & # 的特征值分别为!) % ’ 8，!! %
’ *，!( % ’ !，!* % ’ )3! 1满足矩阵 ! & # 的所有特
征值具有负实部，所以响应系统（(）和驱动系统（!）
可以达到超混沌同步，仿真结果如图 ))所示 1图 ))

和图 )!中" % "
*

( % )
’!( )( )$!

1

图 )) 响应系统（(）和驱动系统（!）的超混沌同步

当选择

% %

’ !) 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2


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







2 2 2 2

，

可得矩阵 ! & # 的特征值分别为!)，! % ’ 23(( :
)32**7;，!(，* % ’ 23! : !;，满足矩阵 ! & # 的所有特
征值具有负实部，所以响应系统（(）和驱动系统（!）
可以达到超混沌同步，仿真结果如图 )!所示 1
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图 !" 响应系统（#）和驱动系统（"）的超混沌同步

$% 结 论

本文给出了仅具有一个非线性项的四维非线性

系统，其 &’()*+,-指数谱表明此四维系统在参数变
化时具有周期、拟周期、混沌和超混沌丰富动力学行

为，计算机数值仿真得到了此系统的周期轨道、拟周

期轨道、混沌和超混沌吸引子 .对此系统进行了
/01电路实现，/01电路仿真得到了系统的各种动
力学行为，/01电路仿真结果与计算机数值仿真结
果完全一致 .同时给出了一个不删除响应系统非线
性项的混沌同步方法，并给予了严格数学证明 .同步
的数值仿真结果与理论分析的一致性表明了此同步

方法的有效性 .
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