
精确计算非旋波近似下二能级系统的

能谱和动力学性质!

任学藻! 姜道来 丛红璐 廖 旭
（西南科技大学理学院，绵阳 "#$%$%）

（#%%&年 $$月 ##日收到；#%%&年 $#月 ##日收到修改稿）

利用相干态正交化展开法，精确求解了非旋波近似下 ’()*+,-./001*2,模型的能谱和动力学性质 3与近似下解
析解比较发现，在弱耦合和强耦合区近似解析解与数值精确解符合很好，但在中间耦合区符合较差 3
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$ @ 引 言

在量子光学和激光领域中，’()*+,-./001*2,
（’.）模型［$］是描述原子与辐射场相互作用的最简单
和最典型的模型 3长期以来，旋波近似因为有解析解
而被广泛地使用，并且在实验上原子与光场之间的

耦合强度!与光场频率"% 相比非常小（!A"% 约为

$%BC—$%B" ）［#，;］，因此旋波近似非常有效 3近年来，
人们发现量子固态装置提供了一种代替传统原子-
腔模式的方法，所提供的光谱分析清晰表明，

’=>,+D>,=*电荷量子比特、库柏对腔及离子阱与在腔
中的原子非常的相似［4］，但耦合强度比原子系统获

得的强度大 ;，4个数量级（!A"%约为 $%B; ）3在这种
情况下旋波近似不再有效，必须考虑非旋波项的作

用 3 实际上在整个光与原子相互作用系统中，除了
有旋波项跃迁产生的长寿命实光子，还有许多快速

产生而又快速吸收的虚光子 3因为虚光子对光与原
子相互作用系统具有影响，比如系统的能谱和动力

学演化行为，故研究非旋波近似下 ’.模型的严格求
解具有一定的理论意义和实际意义 3
用相干态展开方法研究经激光照射一个被囚禁

的超冷离子的离子阱系统，当系统处在强耦合区时，

’.模型非旋波近似与旋波近似的结果非常不
同［5—E］3由于非旋波近似下模型不能解析求解，我们

通过相干态正交化展开方法可以精确求解出 ’.模
型能谱、波函数和下能级占有率的动力学演化行为 3

# @ 模型及严格解

’.模型的哈密顿量［$%］

! F ##$" G!（# G # G）$$ G"% # G #， （$）

式中#是二能级间隔，$"，$$ 是泡利算符，#（# G）

是频率为"%的腔场湮没（产生）算符，!代表腔场与
原子的耦合常数 3为方便起见，这里的 %— F $ 3令其
定态波函数的形式为

·〉F %$〉 &〉G %#〉 ’〉， （#）

式中 %$〉代表处于原子激发态 &〉上光场的波函

数，%#〉代表处于原子基态 ’〉上光场的波函数 3
把（$）和（#）式代入定态薛定谔方程

! ·〉F ( ·〉3 （;）
利用 &〉， ’〉的正交性得

"% # G #%$〉G!（# G G #）%$〉G ## %#〉

F (%$〉， （4）

"% # G #%#〉B!（# G G #）%#〉G ## %$〉

F (%#〉3 （5）

引入新的玻色算符［C］
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则（&）和（’）式可以改写为
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式中 &〉! ， &〉#分别是 !空间和 #空间的 ./01态，
或称为平移 ./01态（234567082 ./01 49798）［)$］+它满足正
交归一性，因此由 &〉! 和 &〉# 构成了两组新的完备
归一基，在（-）式中将上下能级的波函数按相干态正交
化展开，只要在计算中将 &取到足够大（ &的取值依赖
于耦合强度!），展开系数 ’&和 (&会变得很小，因此用

（-）式表示的波函数计算能谱和占有率随时间的演化
是非常精确的 + &〉! 和 &〉# 的定义如下：
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因为 ! " ! &〉! ! & &〉! ，# " # &〉# !
& &〉#，所以将（))）式左乘 !〈) ，（)(）式左乘

#〈) 得

"$ ) %!
(

"( )(
$

’) " $(!
%

& ! $
(& !〈) &〉# ! $’)，（);）

"$ ) %!
(

"( )(
$

() " $(!
%

& ! $
’& #〈) &〉! ! $()，（)&）

式中

!〈) &〉# !（% )）&*)&
(!
"( )

$
，

#〈) &〉! !（% )）)*)&
(!
"( )

$
+ （)’）

经简单变换后
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可写成缔合拉盖尔多项式 +
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将（)’）式代入（);）和（)&）式，解 (% " (个本征方程
（)，& ! $，⋯，%），可求出能谱 $（ -）、波函数 ’（ -）{ }&

和 (（ -）{ }& +这样就得到了该系统的能量本征值和对
应的本征波函数 +
下面研究系统的动力学演化行为，假定初态

（ . ! $），腔场是 # 空间的相干态［)$］，原子处于下能
级，即

. ! $〉! 8%%
(

(!
&

%&

&" ！
&〉# /〉

! !
(%"(

- ! )
0- !

%

& ! $
’（ -）
& &〉! 1( 〉

"!
%

& ! $
(（ -）

& &〉# / )〉 + （)-）

这里%是相干态的幅值，光子数的平均值 &— !
〈&〉!%(，0- 是与初始条件相关的待定系数 +
将（)-）式左乘 #〈) 得

!
(%"(

- ! )
’（ -）
) 0- ! $， （):）

!
(%"(

- ! )
(（ -）

) 0- !
)
)" ！

8%%
(

(%) + （($）

联立（):）和（($）式求解｛0-｝的非齐次线性方程组得
｛0-｝（ - ! )，⋯，(% " (），这样就得到了 . ! $时刻波函
数的具体形式 +任意时刻电子处于下能级的波函数为
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0- 8%3$- .!

%

& ! $
(（ -）

& &〉# /〉， （()）

电子处在下能级的概率为
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/0 模型的近似解析解

上面的讨论给出了可以精确求解从弱耦合到强

耦合、从小失谐到大失谐普遍情况下 12模型的能谱
和动力学演化行为 .下面讨论在!3"- # ) 情况
下［)-］系统的近似解析解 .
将方程组（4）和（5）式的解作近似，并令

#)〉& *( (〉+，

#’〉& )( (〉, . （’/）
（’/）式与（6）式不同的是不考虑不同“平移 78$9态”
叠加项的贡献 .将（’/）式代入（4）和（5）式，得到

"- ( ,$
’

"( )’
-

*( ( !’ )( +〈( (〉, & &*(，（’:）

"- ( ,$
’

"( )’
-

)( ( !’ *( ,〈( (〉+ & &)(，（’;）

其中

,〈( (〉+ & +〈( (〉, . （’4）
将（’:）与（’;）式相加减，可得在此近似下能量本征
值的解析解
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对应的本征波函数为
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下面研究其演化行为，同样考虑初态为原子处

于下能级，腔场处于 , 空间的相干态 .将初态按能
量本征态展开，
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对比（/-）式等号两端得到
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解之得

%（(）
( & )

’（($ ！）
*,&

’

’&(，

%（,）
( & , )

’（($ ！）
*,&

’

’&( .
（//）

任意时刻的波函数为
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因此，电子处在下能级的概率 ! 的解析表达式为
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+, 结果与讨论

图 #，图 % 和图 ) 给出了定态时，当参数!&#’

为 #&)，#，)时的能谱与耦合强度的关系 (由此可以
看到，当!&#’ ! #&)时，近似解析解（%-）式与方程
（*）和（-）的数值精确解完全符合 (随着!&#’ 增大，

近似解析解与数值精确解在中间耦合区的符合程度

逐渐变差，但在弱耦合和强耦合区依然符合很好 (在
弱耦合区 # !"&#’ ! ’，由（#*）式可知，当 ! " $
时%!$（#）# ’，因此在数值精确计算中矩阵的非对
角元可略去不计，这恰好与近似解析解（%-）式只考
虑对角元相一致 (在强耦合区，# ! "&#’ 很大 (由

（#*）式可知，由于 $" #% ! ’，所以 %!$（#）# ’，由

（%-）式可知，这时 & .，! &!# ! ""
%

#( )%
’
#’ &!，而第

二项
#
% ’
〈! !〉( # ’ ( 因此，在强耦合区近似解析

解与数值精确解符合很好，其能量与耦合强度呈抛

物线下降关系 (

图 # !&#’ ! #&)近似解析解（点线）与精确解（实线）的能谱，内

插图为看似交叉点附近的放大

从图 #—图 ) 中还可以看出，精确解给出的能
谱是免交叉的，而近似解的能谱是交叉的，这与文献

［#’］相符 (图 +—图 * 给出二能级系统在!&#’ !
’,#，平均光子数为〈$〉! #’时的下能级演化行为 (
在强耦合区和弱耦合区，近似解析解（)/）式与数值
精确解（%%）式符合很好；在中间耦合区符合较差，精
确解在塌缩阶段不会全部塌缩，还会有振幅较大的

高频量子振动 (但近似解析解只有振幅非常小的量

子振动，而旋波近似则是完全塌缩 (

图 % !&#’ ! #近似解析解（点线）与精确解（实线）的能谱，内插

图为看似交叉点附近的放大

图 ) !&#’ ! )近似解析解（点线）与精确解（实线）的能谱，内插

图为看似交叉点附近的放大

图 + "&#’ ! ’,’#近似解析解（点线）与精确解（实线）的下能

级占有率!&#’ ! ’,#，〈$〉! #’

无论是从系统处于定态时的能谱，还是从占有

率随时间的演化情形，都说明了近似解析解成立的

条件是在强耦合区和弱耦合区 (
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图 ! !""# $ # %&近似解析解（点线）与精确解（实线）的下能级

占有率#""# $ #’&，〈!〉$ &#

图 ( !""# $ &近似解析解（点线）与精确解（实线）的下能级占

有率#""# $ #’&，〈!〉$ &#

! ’ 结 论

运用相干态正交化展开方法，精确计算了非旋

波 )*模型的能谱和原子处于下能级占有率随时间
的演化关系，并且给出在#""# ! & 时的近似解析
解 %通过比较发现，近似解析解只有在强耦合区和弱
耦合区才能给出与数值精确解一致的结果 %
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