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研究了由温度梯度引起的 ()*)+,-+.对流边界层问题 /由于动量方程和能量方程的边界条件耦合，利用相似变
换将偏微分方程组转化为常微分方程非线性边界值问题 /通过巧妙引入摄动小参数对速度和温度边界层方程同时
渐近展开求解，得到了问题的近似解析解，并对相应的动量、能量传递特性进行了讨论 /
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! B 引 言

近几十年来，随着太空科技的迅猛发展，对微重

力或者零重力条件下的各种物理现象及其规律的认

识和研究已日益突显其重要性 / ()*)+,-+.对流是近
些年来备受人们关注的一种微重力条件下的重要物

理现象，它是由界面上的表面张力梯度引起的一种

流动，有别于我们所熟悉的自然对流 /由热量传递和
质量传递引发的 ()*)+,-+.对流对化学工业中的传
热、传质过程以及材料科学中的合金、晶体制备有着

显著的影响［!—$］/ ()*)+,-+.效应根据其起源不同可
以分为热 ()*)+,-+.效应（7(C）和溶质 ()*)+,-+.效
应（7(D）/在 7(C 方面，E?+)*F 开创了对 ()*)+,-+.
效应的理论研究，G?)*A-+［’］建立了最初的理论模型
和判断准则 /实验证明，流体表面张力的大小与温度
有关，一般情况下温度越高表面张力越小［1］/在 7(D
方面，DH?*+:.+,和 D;*.I?+［5］建立了最初的理论模型和
判断准则 /文献［0，&］对不同起因的 7(D 的动力学
特征及其复合机理进行了研究 /文献［J—!"］研究了
包含两个组分迁移和界面化学反应的复杂体系 /
D.9)+-IAK..［!"］研究了多层体系中的非线性 ()*)+,-+.
对流问题 / L>?+, 等［!$—!1］给出了 M+84)8DN 系统中

()*)+,-+.对流的解析近似解 /

图 ! ()*)+,-+.对流模型示意图

D:)IH;>?I［!5，!0］研究了由温度梯度引起的两种不
同介质 ()*)+,-+.对流的边界层问题（图 !），图 !中
位于下方的是一种黏性液体，宽度不限，厚度有限，

流体的上方是静止的气体 /大多数流体的表面张力
是温度的线性减函数，然而脂肪醇稀释水溶液

等［!&，!J］的表面张力是温度的先减后增函数，在某一

温度达到最小值，表面张力和温度的关系可以用平

方关系式表示为

! O!% P ""（! Q !%）
"，

其中"，!% 和 !% 都是正常数 /当 ! O !% 时，表面张

力取到最小值!%，"为此时表面张力关于温度的二
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阶导数 !假设流体的各项物理参数都是常数 !本文利
用坐标变换和引入小参数渐进展开的方法研究边界

耦合的 "#$#%&’%(对流边界层问题近似解析解 !

) * 边界层控制方程

假设流动是二维不可压缩，并忽略体积力、外部

压力梯度的影响，描述牛顿流体的质量守恒、动量守

恒和能量守恒边界层方程以无量纲形式可表示为

!!
!" +!#

!$ , -， （.）

% ! !
!" + # !

!( )$（!，#）, / !&!"
，!&
!( )$ +!

!) !
!")，

!) !
!$( ))

+ %（-，/ ’）， （)）

!!(
!" + #!(

!$ , )!
) (
!$)， （0）

其中 & 是压力，!是动力黏性系数，% 是密度，) 是
热扩散系数，’ 是重力加速度 !在 $ , -处，速度场边
界条件是

!（"，-）, -，
#（"，-）, -!

（1）

在 $ , * 处，速度场边界条件是
#（"，*）, -，

!
!!
!$ , !"!" ,#（( / (-）

!(
!" ! （2）

温度场边界层边界条件如下：当 $ , -时，
( , (3’ + +"；

当 $ , * 时，

/ ,!(
!$ , -（( / (&）! （4）

在液体的下表面存在温度梯度 +，这里规定 + 5 -，
而在液体的上表面，换热率满足牛顿定律，(3’是液

体下表面的初始温度，(& 是上方气体的温度，, 是

热导率，- 是液体上表面的换热系数 !
引入相似变换

"— , "
* ，

$ , $
* ，

! ,#+
) *)

!
"—.6（$），

# , /#+
) *)

!
.（$），

& / && ,#+) * %) "—) + &（$[ ]），

( , (.&.（$）+ +*"—&（$），
其中 && 是气体压力，%是一个未知的常数，(. ,
(3’ !可以将动量方程转化为

." + /（..7 / .6 )）,%! （8）
相应的动量方程边界条件简化为

.（-）, .6（-）, -，

.（.）, -，
.7（.）,&)（.）!

（9）

这里 / 为 "#$#%&’%(数，

/ , %#+) *0

!
) ，

而%是与/ 有关的常数 !能量方程转化为以下两个
方程：

&7. + /01.&6. , -， （:#）

&7 + /01（.&6 / .6&）, -! （:;）
其中 01 为是 <$#%=>?数，

01 , !%) !

能量方程边界条件为

&.（-）, .，

&6.（.）+ 23 &.（.）/
(&

([ ]
3’

, -，

&（-）, .，

&6（.）+ 23&（.）, -!

（.-）

其中 23 为毕渥数，23 , -* @ , !

0 * 动量方程求解

假设初始条件为 .7（-）, 4，引入一个人工小参
数’，做如下变换：

.（$）,’’（(）+
4
)$

)

,’’（(）+’
)@0 4

)(
)，

( ,’/.@0
$，

代入方程（8），控制方程可以改写为

’" + [/（’’ +’)@0 4
)(

)）（’.@0 ’7 + 4）

/（’)@0 ’6 +’.@0 4(）]) ,%! （..）

边界条件为

’（-）, -，
’6（-）, -，
’7（-）, -!

把 ’（(）在’, -处展开成如下幂级数形式：

)-22 物 理 学 报 29卷



! ( )! ! !" # !$"$%& # !’"’%& # !&" # !("(%& # ⋯，

将展开式代入方程（$$），比较"同次幂的系数，可以
得到
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此近似解的误差不超过
$&$(

’(+))*)""" , $( #($
$’$.’+)-" /

从而
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由于动量方程的边界条件与能量方程的边界条

件耦合，故需要求解能量方程，再来确定参数 #，$
的值 /

( 1 能量方程求解

首先求解方程（.2），假设初始条件为%0（"）!
%，类似于动量方程的求解，做如下变换：

% !"&（!）# %# # $，

! !",$%’
#， （$’）

代入方程（.2），利用摄动展开方法，我们可以得到
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当 &’ ! $ 时，此近似解的误差不超过 ’+’&
’+.($+)""

$& #$’ # (*$
&..$)-""$

& %$#’ /利用条件%0（$）# ()%（$）

! "，"（$）! " 和 "3（$）!%’（$）! $，就可以确定参
数 %，# 和$的值 /
取 &’ ! $，即需求解下列方程组：
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将不同的 $ 值代入，得到相应的参数 %，# 和$
的值 /
下面再求解方程（.4），假设初始条件为%0$（"）
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! !，做如下变换：

"! "#$（%）#!& # !，

% "#$!%&
&’ （!(）

同理可以得出

"!（&）" ! #!& $ "#$!%
&) &

) $ "#$!’
!&* &

+

# !
+*)*（!*"

& #$&!%& $ "& #$!%&）&
,

# !
)*-&*（-+"
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.

# !
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# !
-(&..**（$ &.*"- #$-!%-
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!*

# !
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# &&+"- #$&!’%& # &"- #$!’%&）&
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当 #$ " ! 时，此近似解的误差不超过 ),(/
),***!(**

"-!%’& ’利用条件"（!）" !，可以计算出!的值 ’
图 &和图 -给出了当 #$ 固定时" 变化和当"

固定时 #$ 变化的情况下，无量纲速度函数 &0（&）的
分布 ’ 从图 &和图 -可以发现，当 " 和 #$ 较小时，
液体中从下边界到自由表面的速度场变化非常剧

烈；而当 " 和 #$ 足够大时，液体中速度场变化非常
微小 ’同时从图 & 和图 - 还可以发现，大约在& "
*1(+附近，不同情况下液体的速度都为零，此处为
速度的转折点，并且自由表面处的速度 &0（!）随着
" 和 #$ 的增大而减小 ’

图 & #$ " !时，无量纲速度 &0（&）的分布

图 )给出了当 #$ " !，" 取不同的值时"（&）的
分布 ’从图 )中可以看出，当 " 较小时，整层液体中

图 - " " !**时，无量纲速度 &0（&）的分布

图 ) 当 #$ " !，"取不同值时，无量纲温度"（&）的分布

图 + 当 #$ " !，’2 %’34 " *1+且 () " *1!时，无量纲温度"!（&）

的分布

的温度变化都不明显，并且处处为正，即比初始温度

高；而当 " 足够大时，整层液体中的温度变化都很剧
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烈，并且处处为负，即液体中的温度比初始温度低 !
图 "给出了当 !" # $，#% &#’( # )*"且 $% # )*$，

& 取不同的值时!$（"）的分布 !从图 "可以发现，当

& 较小时，液体中的温度变化几乎是线性的，而当
& 足够大时，从液体的下边界开始，温度曲线几乎
呈现水平状态，其值接近于 $，直到接近自由表面处
温度才开始有比较轻微的变化，从而会在自由表面

处产生较薄的温度边界层 !
图 +—图 , 给出了不同参数情况下，无量纲速

度和无量纲温度的近似解析解与数值解的比较，由

此可以看出两种方法得到的结果基本符合，证明了

本文所给出的求解方法的有效性 !

图 + 当 & # )*)))-./时，无量纲温度!$（"）数值解与解析解的

比较

图 0 当 & # )*)))-./时，无量纲温度!（"）数值解与解析解的
比较

图 1 当 & # )*))$ 时，无量纲速度 ’2（"）数值解与解析解的
比较

图 , 当 & # $)./时，无量纲温度!$（"）数值解与解析解的比较

"* 结 论

本文研究了由温度梯度引起的 34546%(67 对流
的边界层问题 !利用摄动小参数渐进展开对速度和
温度边界层问题同时求解，得到了近似解析解并对

相应的传递行为进行了探讨 ! 研究结果表明：当 &
和!" 较小时，速度场变化非常剧烈；而当 & 和 !"
足够大时，速度场变化非常小 !当 & 较小时，整层液
体中的温度变化较小，液体中的温度几乎是呈线性

变化；而当 & 足够大时，整层液体中的温度变化非
常明显，在自由表面处会产生较薄的温度边界层 !
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