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采用大规模动力学蒙特卡罗模拟方法，对二维完全阻挫 !" 模型的 )*+,-./0,1234*5/-++（)3）型相变展开数值研
究 6系统从有序初始态出发演化到高于 )3相变的温度，以普适的动力学标度形式为基础，通过测量磁化和 7089-.
累积量，得出动力学关联时间和平衡态空间关联长度，确定出更精确的动力学指数 # 6特别是建议并证实了一种在
)3相变温度以上（$ : $)3），独立判断动力学指数 # 的方法 6模拟结果表明，动力学指数 #"$，这与在相变温度以下

（$ ; $)3）测量的结果一致 6
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% J 引 言

二维 !" 模型和二维完全阻挫（ K5//L K.5+,.E,-9）
!"（MM!"）模型可以很好地描写超流体和超导体的
临界性质，并已得到了深入的研究，两种模型都表现

为 )*+,-./0,1234*5/-++（)3）型相变［%—(］，MM!" 模型还
要经历一个额外的二阶相变［"—&］6近几年对这两种
典型模型的研究已经取得了一些进展［<—%(］，但对 !"
特别是 MM!" 模型的数值模拟仍然面临巨大的困
难 6这是因为呈指数发散的关联长度和导致临界慢
化变得更为严重的阻挫因素 6这种无序和掺杂系统
的一个典型特征是动力学十分缓慢，甚至不存在真

正的平衡态 6在数值模拟方面，体现为临界慢化和标
度行为的修正 6无序和掺杂系统的数值模拟是物理
学研究的难题之一 6迄今为止，还没有能应用于
MM!" 模型有效算法，人们对 MM!" 模型的物理机制
尚不十分明确，文献中对 )3相变温度和临界指数
的报道也有些偏差［=，%#，%"—%<］6
运用短时动力学可以避开临界慢化的困扰，同

时也容易控制有限尺寸效应，因为在早期非平衡的

空间关联长度很小 6这是一种行之有效的研究非平
衡态动力学的方法［%’—$$］，系统平衡态的指数可以通

过分析非平衡态动力学标度行为来获得［&，%’，$(—$&］6

现在已知，始于无序态的二维 !" 模型和 MM!" 模
型中的动力学标度行为存在对数修正［$<—$B］，这种修

正与自由涡旋有关 6一般情况下，对数修正会使临界
指数的测量更困难 6而对于从有序态出发的动力学
过程，由于非零磁化抑制了涡旋的效应，因此不存在

对数修正 6随着研究的深入测量出了越来越精确的
临界指数［$"，(#］6此外，二维 !" 模型在温度高于 )3
相变温度时，从分析磁化的动力学标度形式得到了

关联时间!
#，进而得到平衡态的关联长度!

［(%］6现
已证实二维 !" 模型具有指数发散的关联长度 6
然而，无论是平衡态还是在远离平衡态，对

MM!" 模型的模拟要比 !" 模型困难得多 6由于 $ N
$)3时关联长度无穷大，因此数值模拟时设定的温度

总是在 $)3附近 6从有序态出发的热力学涨落较小，
模拟相对简单，所以从有序态出发演化到低于相变

温度（ $ ; $)3）的过程已经得到研究，结果表明

MM!"模型始于有序态的动力学过程与 !" 模型类
似［$"］，然而还不清楚该模型从无序态出发的动力学

过程 6在高于 )3相变的温度（$ : $)3）下，能否得到

关联时间进而得到平衡态的空间关联长度，尤其是

发散的关联长度，这些问题的研究通过测量磁化及

其涨落已经初步展开［%&，%<］，但根据磁化的标度拟合

只能得到关联时间!
# 和指数"O$ #，而不能直接测量

关联长度!和动力学指数 # 6为了计算指数"和平
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衡态关联长度之比!! "!#，必须要把在小于 !$%温度

下测量的 " 值作为已知条件［&!］’但这可能会带来问
题，因为我们并不清楚在高于 !$%的温度下 " ( #［#)］

是否依然成立 ’因此通过数值模拟的方法直接测量
出高于 !$%温度时的动力学指数 " 变得很重要 ’
本文对 **#$ 模型展开了大规模的蒙特卡罗模

拟 ’系统从有序态出发，演化到高于 $%相变的温度
（! + !$%），通过测量磁化和 ,-./01 累积量，以短时

动力学标度形式为基础，得到关联长度!，确定出更
为精确的动力学指数 " ’通过仔细的标度分析，我们
主张可定义恰当的 ,-./01累积量来直接测量动力学
指数 " ’这是一种在 ! + !$%温度条件下独立判断 "

的新方法 ’

# 2 模型和动力学标度行为

! "# " 完全阻挫 !" 模型

考虑近邻相互作用的二维 **#$ 模型的哈密顿
量可表达为

3 !
%, !

& ( ’!
〈 (，)〉

*()#(·#)， （!）

其中 #( (（+(,，+(-），表示在格点 ( 上的平面单位矢

量，〈 (，)〉代表最近邻求和 ’在竖直方向，耦合系数一
半为正另一半为负，即 *() ( 4 !，相间取值，这就是

所谓的阻挫 ’与 #$ 模型不同的是，从有序态出发的

**#$ 模型的基态初矢量不是同一个方向，一个正
方点格按取向可分为四个子格［!5，#)］’
假设基态的自旋构形是｛#（6）( ｝，磁化及其二阶

矩可定义为

.（ /）"!
%
〈!

(（ %）
#(，%（ /）·#（6）(，%〉"0#， （#）

.（#）（ /）"!
%
〈［!

(（ %）
#(，%（ /）·#（6）(，%］#〉"0) ’ （&）

这里〈·〉表示对微观初始状态和随机数的统计平均，

% ( !，#，&，)代表四个子格 ’

! "! "磁化的动力学标度行为

已经证实，在二阶相变或 $%相变点附近，在动
力学演化的早期就已经存在标度形式 ’忽略有限尺
寸效应，磁化 % 阶矩的标度形式可表示为［!7，&!，&#］

.（ %）（ /，!）( 1 3 %""# .（ %）（1 3 " /，1 3!
!）

（% ( !，#）， （)）
其中 .（!）（ /）".（ /）代表磁化，!是平衡态的空间
关联长度，"是静态指数，" 是动力学指数，1 是任意
标度因子 ’
根据标度形式，可以将两条不同温度下的磁化

曲线重叠在一起 ’具体做法是将 .!（ /!，!!）乘以因

子 1#，而时间 /! 变成 /! " 1，其中# (""（# "），1 (

!
"
! "!

"
# ( /! " /# ’利用标度分析可知，!

" 代表动力学系

统的关联时间，呈指数发散［!5］，

!
"（$）( 2089（1$3%）， （:）

其中$是约化温度，$(（! 3 !$%）"!$%；%是由平衡
态定义的临界指数［!，#］，在平均场近似下%( !"#；2
和 1 是常数 ’
以下两点需要特别说明：（!）和（:）式中的指数

部分温度略高于 !$%，而（)）式中的"和 " 理论上都
是定义在 !$%上的 ’（#）根据磁化的标度拟合只能得
到关联时间!

" 和指数""（# "），而不能直接测量关联
长度!和动力学指数 " ’事实上，到目前为止还不完
全清楚该如何在 ! + !$%的情形下去估计动力学指

数 " ’经过标度分析，我们定义一个适合 **#$ 模型
的 ,-./01累积量来直接测量动力学指数 " ’

! "$ "%&’()*累积量的动力学标度行为

与时间有关的 ,-./01累积量 3 ( .（#）".# 3 !，
（&）式中的 .（#）只代表 )个子格中的一个，所以对整
个 **#$ 系统，上述定义应改写为 3 ( ).（#）".# 3
! ’3 的标度形式与 . 类似，但还与格点尺寸 0 有
关［!7］，可表示为

3（ /，!，0）( 3（1 3 " /，1 3!
!，1

3! 0）’ （;）
这里 0 对 3有着非常重要的作用 ’在动力学演化早
期，非平衡空间关联长度很小，所以 3#!"04（4 表示
系统的空间维度）［!7］’基于这一点，（;）式可简化为

3（ /，!）( 143（1 3 " /，1 3!
!）’ （5）

通过对一对温度（!!，!#）下的 ,-./01累积量进行标
度拟合，我们可以得到动力学指数 4 " "、关联时间之
比!! "!# 或!

"
! "!

"
# ’这就提供了一种方法，可以确认

从磁化的标度拟合测量出的!
"
! "!

"
# ’更重要的是，在

$%相变温度以上（ ! + !$%），提供了一种独立判断

动力学指数 " 的方法（通过测量 4 " "）’这样一种测
量指数 " 方法，据我们所知还没有人实现过 ’
如果不知道 3#!"04，或者是这样的行为无效，

那么基于（;）式的标度拟合将十分复杂，就要对比不
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同温度下不同格点尺寸的 !"#$%&累积量 ! ’所以，在
数值模拟中必须仔细分析 !!()"# 的行为 ’

* + 数值模拟

从完全有序初态出发，以“热浴”（,%-. /-.,）迭代
算法［*0］构造蒙特卡罗迭代过程，按动力学 1模型［**］

进行系统演化 ’

! "#$ 磁化

为克服有限尺寸效应的影响，模拟的格点尺度

达 " 2 (034，演化时间达到 (05 步，取超过 (00个随
机数的样本作平均 ’按以上所述的标度拟合，可以得
到不同温度下关联时间之比!

$
( )!

$
3 和指数")（3 $），

图 (是以较低温度对（0+456，0+470）为例的拟合情
况，图中虚线表示 % 2 0+456的磁化曲线 &(（ ’），实
线表示 % 2 0+470的磁化曲线 &3（ ’）’将 % 2 0+456
的曲线进行重新标度后，以 &(（ ’）(# 为纵坐标，’ ) (
为横坐标，这样的拟合结果用圆点表示在图 (中，可
见拟合效果很好 ’拟合得到!

$
( )!

$
3 2 3+3(（3），")3 $ 2

0+087(（(0）（括号内的数值代表涨落）’从其他温度
对拟合得到的!

$
( )!

$
3 值列于表 ( ’

图 ( 二维 99)*模型在 %为 0+456，0+470温度下两条磁化曲线

的标度拟合 " 2 (034

表 ( 二维 99)*模型在不同温度下通过测量磁化得到的

!
$
( )!

$
3 拟合值和 $ 的计算结果

（%(，%3） !( )!3
［(4］

!
$
( )!

$
3 $

（0+470，0+460） (+537 4+054 *+*(3

（0+460，0+465） (+*08 (+5(6 (+54:

（0+465，0+4:5） (+38( (+:50 3+408

（0+4:5，0+500） (+34( (+:63 3+804

! "%$&’()*+累积量

因为在动力学演化早期，!"#$%&累积量的行为
类似于 !!()"# ’ " 要有足够大才会有 !!()"# 行

为，但格点尺寸太大会导致较大的涨落，所以要合理

地选择格点尺寸 ’在数值模拟中选取 " 2 357，用几
千个样本来做统计平均 ’再对比 " 2 357和 " 2 (034
的结果，观察到了 !!()"# 行为 ’

图 3 二维 99)*模型在不同温度下 !（ ’）随 ’ 的变化 " 2 357，

曲线从上到下温度依次为 %为 0+500，0+480，0+4:0，0+465，0+460，

0+476，0+475，0+47*，0+470

图 3所示为 " 2 357时，不同温度下的 !"#$%&累
积量随时间的变化规律 ’通过对两个温度下 ! 的标

图 * 二维 99)*模型 在 % 为 0+460，0+4:0温度下两条 !"#$%&
累积量曲线的标度拟合 " 2 357

度拟合，可以确定指数 # ) $，!
$
( )!

$
3 ’图 *是以温度对

（0+460，0+4:0）为例进行拟合的结果，图中虚线表示
% 2 0+460 的 !"#$%& 累积量曲线 !(（ ’），实线表示

% 2 0+4:0的 !"#$%&累积量曲线 !3（ ’）’将 !(（ ’）曲
线按标度律进行重新标度后用圆点表示在图 *中 ’
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表!列出了温度从 "#$%"到 "#$&"的计算结果，其中

!
!
’ (!

!
! 和 " ( ! 是根据标度关系拟合所得，! 由 " ( !
的值计算而得 ) 从表 ! 数据可见，! 在 ! 附近涨
落，这与在 # * #+,温度下的测量结果一致 )如果

温度再低于"#$%"，则需要更大尺寸的格点和更长的
时间 )

表 ! 二维 --$%模型 ./0123累积量的标度

拟合结果和 ! 的计算结果

（#’，#!） !
!
’ (!

!
! "( ! !

（"#$%"，"#$%4） ’#5!（&） ’#"5（5） ’#56（’$）

（"#$%"，"#$%6） !#4&（’4） ’#"$（%） ’#&4（’’）

（"#$%4，"#$%6） ’#44（$） "#&&（’!） !#"!（!6）

（"#$%4，"#$%7） ’#76（%） "#&7（%） !#"%（’4）

（"#$%6，"#$%7） ’#4’（$） "#&!（&） !#’%（!!）

（"#$%6，"#$7"） ’#5’（%） "#&%（7） !#"&（’%）

（"#$%7，"#$7"） ’#4%（6） "#&6（6） !#’"（’’）

（"#$%7，"#$76） !#’4（6） "#&&（!） !#"!（$）

（"#$7"，"#$76） ’#6%（4） ’#"’（&） ’#&&（’5）

（"#$7"，"#$5"） !#’7（4） "#&7（4） !#"7（7）

（"#$76，"#$5"） ’#$"%（’$） ’#"’（%） ’#&&（’!）

（"#$5"，"#$&"） ’#%7$（5） "#5%（6） !#4!（’$）

$# 分 析

对在一定温度范围内的二维 $% 和二维 --$%
模型，从平衡态测出的空间关联长度!是可用的 )
对比从平衡态测量出的!和利用磁化的标度拟合
得到的!

!，可以得到动力学指数 !，结果分别列在表
’和表 4中，其中!’ (!! 是由平衡态测量得到

［’$，4$］，

而!
!
’ (!

!
! 是利用短时动力学的磁化标度关系获得 )

由!
!
’ (!

!
! 和!’ (!! 就可以计算出 ! 的值 )从表 4 可

见，对二维 $% 模型，! 接近 !，这表明二维 $% 模型
在平衡态的模拟相对精确 )而对二维 --$% 模型，从
表 ’可见，动力学指数 ! 偏离 !且涨落较大 )我们认
为，这是因为二维 --$% 模型在平衡态的模拟会发
生严重的临界慢化现象，导致模拟结果不是很精确，

即表 ’中的!’ (!! 值不准确，这样计算得出的 ! 值

误差也就相对较大 )由表 !列出的计算结果可见，利
用 & 的标度测量得到的 ! 值会更精确和更稳定，同
时也表现出了短时动力学的优势［46，4%］)

表 4 二维 $%模型磁化的标度拟合结果和 ! 的计算结果

（#’，#!） !’ (!!
［4$］

!
!
’ (!

!
!
［4’］ !

（"#&5，"#&&） ’#4%$6 ’#&%6 !#’74

（"#&&，’#""） ’#!7" ’#5$" !#6!%

（’#""，’#"’） ’#!7$ ’#7’" !#!4"

（’#"’，’#"!） ’#!’" ’#6%$ !#4$%

（’#"!，’#"4） ’#!"! ’#$7$ !#’"&

（’#"4，’#"$） ’#’%% ’#$!$ !#4"!

按照（6）式，二维 $% 模型的 #+, 8 "#5&$［&，4’］，二
维 --$% 模型的 #+, 8 "#$$%［6，’$，’%，4’］)先将（6）式两边
取对数，! 90!8 90’ : (";#，再将横坐标变换为";#，

以 ! 90!为纵坐标，就得到一个直线方程，如图 $ 虚
线所示，图中带点实线为实验结果 )由图 $可见：对
于二维 $% 模型，呈现出很好的线性关系，说明其遵
循（6）式，表现为 +,相变 )而对于二维 --$% 模型，
在温度离 +,相变温度较接近时呈线性关系，但当
温度离 +,相变温度较远时则逐渐偏离 )由此可知，
两种模型虽然都是 +,相变，但存在较大的不同 )二
维 $% 模型在整个模拟实验的温度范围内［"#&5，
’#"$］都遵循（6）式，而二维 --$% 模型在温度很接
近 #+,时，才满足（6）式 )两种模型的不同也表现于表

’和表 4所列拟合结果的差异上 )

图 $ 二维 $%模型与 --$%模型的对比分析

6# 结 论

标度理论是一种唯象理论，不能靠它算出各种

临界指数的具体值，但是可以用它建立一些临界指

数之间的关系式，即标度律 )本文在仔细分析动力学
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标度关系的基础上，在 ! ! !"#情形下对二维 $$"#
模型展开了大规模的蒙特卡罗模拟，研究 "#型相
变的临界现象 %通过测量磁化和 &’()*+累积量，得到
了关联时间!

$ 和动力学指数 $ % 特别是通过对
&’()*+累积量标度行为的分析来得到 $，这是一种能

够在 ! ! !"#温度条件下直接得出 $ 的新方法 %模拟
结果表明，动力学指数 $!,，这与低温（! - !"#）下

测量的结果一致 %将二维 "# 模型和二维 $$"# 模
型的模拟结果对比可知，两种模型虽然都表现为 "#
型相变，但在相变点附近的行为却不完全一样 %

［.］ "/01*+2’13 4 5，#6/72*00 8 4 .9:; % % &’() % < ! ..=.
［,］ "/01*+2’13 4 .9:> % % &’() % < " .?>@
［;］ AB( C C，D’7 4 4 ,??? *’+, % &’() % # 9;>
［>］ D** 4，"/01*+2’13 4 5，A+B(B1/ E .99. &’() % -./ % & $% ..F;.
［F］ GBH’+*3IJB(1’BK/ A，4/0L 4 M .99> &’() % -./ % & $# 9F@:
［@］ D7/ N 4，JO6P2Q* D，C6*(K & .99= &’() % -./ % 0.11 % &’ .=?
［:］ $+B(3*0* A，<B1B7)*22B M，"/+067(/R J E，$B3’/ G ,??? &’() %

-./ % & !( G9,=:
［=］ 5B+O/(’ M S，8/HT(K7*3 8 ,??. &’() % -./ % 0.11 % &" .:??>
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