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辅助方程法和试探函数法为基础，给出函数变换与辅助方程相结合的一种方法，借助符号计算系统

)*+,-.*+/0*构造了 123+-44*差分微分方程和 561差分微分方程新的精确孤立波解和三角函数解 7该方法也适合求
解其他非线性差分微分方程的精确解 7
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# F 引 言

随着非线性科学技术的不断发展，非线性科学

理论的研究问题在自然科学和社会科学领域当中正

在蓬勃发展 7构造非线性发展方程精确解是孤立子
理论的重要研究课题之一 7对于在连续非线性系统
当中人们建立了构造精确解的许多有效直接方

法［#—9］7如双曲正切函数展开法，;*02G/ 椭圆函数展
开法，辅助方程法，齐次平衡法，试探函数法等 7许多
经济问题、人口问题、生物问题、化学问题的模型是

离散的 7近年来，人们为了得到非线性离散系统的精
确解，提出一些方法，并获得了许多研究成果［&—#(］7
文献［&—##］分别用双曲函数型试探函数法、三角函
数型试探函数法和 ;*02G/椭圆函数型试探函数法，
得到了（$ H #）维 IJG4/6@K*++/0-系统等非线性离散系
统的精确解 7文献［#$，#(］利用耦合的 L/00*+/方程组
得到了 123+-44*差分微分方程等，非线性离散方程新
的精确解 7本文在文献［9—#(］的基础上，给出函数
变换与辅助方程相结合的一种方法，并用符号计算

系统 )*+,-.*+/0* 构造了 123+-44* 差分微分方程和
561 差分微分方程新的精确孤立波解和三角函
数解 7

$ F 方法的介绍

设给定的非线性差分微分方程为

!（"#H $#
（%），"#H $$

（%），⋯，"#H $&
（%），

"M#H $#
（%），"M#H $$

（%），⋯，"M#H $&
（%），⋯，

"（ ’）
#H $#
（%），"（ ’）

#H $$
（%），⋯，"（ ’）

#H $&
（%））N "，（#）

其中

"#H $(
（%）N（"#H $(（#）

（%），"#H $(（$）
（%），⋯，

"#H $(（)）（%）），

% N（*#，*$，⋯，*+），# N（##，#$，⋯，#,），

$( N（$(#
，$($
，⋯，$(,
），

"（ ’）
#H $(
（%）N

!-# H -$ H⋯H -+ "#H $(
（%）

!*-##!*-$$ ⋯!*-++
，

（-# H -$ H ⋯ H -+ N ’，( N #，$，⋯，&）7
对方程（#）进行下列行波变换 "#H $(

（%）N "#H $(
（!），

! N "
,

. N #
/.#. H "

+

0 N #"0*0，其中 /.，"0 为待定常

数 7这样得到如下方程：
!（"#H $#
（!），"#H $$

（!），⋯，"#H $&
（!），

"M#H $#
（!），"M#H $$

（!），⋯，"M#H $&
（!），⋯，
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!（ "）
#! $"
（!），!

（ "）
#! $#
（!），⋯，!

（ "）
#! $%
（!））$ %& （#）

方程（#）的解取为下列形式：

!#（!）$ &% !
&" ’（!）

&# ! &’ ’（!）
， （’）

!#! $(
（!）$ &% !

&" ’（! !"(）

&# ! &’ ’（! !"(）
， （(）

其中"( $ $("
)" ! $(#

)# ! ⋯ ! $(*
)*；)"，)#，⋯，)*，

&+（ + $ %，"，#，’）是常数 & !（ "）
#! $%
（!）表示 !#! $%

（!）关

于!的 "阶导数 &另外，’（!），’（! !"(）以下列辅助

方程［)］来确定：

’*（!( )） # $ + ’（!）
+( )
!

#

$ ,’#（!）! -’（!）! . &

（,）
我们得到方程（,）的如下解 &

!"#" 双曲函数解

’（!）$ - "
, - - #!,. ./01 "

# !,( )( )!

2 3451# "
# !,( )! ，（, 6 %，. 6 %）； （)）

’（!）$
"
, - - #!,.34.1 "

# !,( )( )!

2 5701# "
# !,( )! ，（, 6 %，. 6 %）； （8）

’（!）$
"
( (, - #- -（" ! -# - (,.）3451 !,( )!

!（" - -# ! (,.）5701 !,( ) )! ，（, 6 %）；（9）

’（!）$
- - #!,. 34.1 !,( )! : 3531 !,( )( )!
- , ! , 34.1 !,( )! : 3531 !,( )( )!

# ，

（ . 6 %，, 6 %）； （;）

’（!）$ - "
#, - : -3451 !,( )! "#!,.5701 !,( )( )! ，

（ . 6 %，, 6 %）& （"%）

!"!" 三角函数解

’（!）$ - "
, - ! # -! ,. ./0 "

# -! ,( )( )!

2 345# "
# -! ,( )! ，（, < %，. 6 %）；（""）

’（!）$ - "
, - - # -! ,.34. "

# -! ,( )( )!

2 570# "
# -! ,( )! ，（, < %，. 6 %）；（"#）

’（!）$ - -
#, - -# - (! ,.

#, 570 -! ,( )! ，

（, < %，-# - (,. 6 %）； （"’）

’（!）$ -
- ! # -! ,. ./0 -! ,( )! : 5=3 -! ,( )( )!

,（" ! ./0 -! ,( )! : 5=3 -! ,( )( )!
#
）
，

（ . 6 %，, < %）； （"(）

’（!）$
- - ! # -! ,. 34. -! ,( )! : 353 -! ,( )( )!

,（" ! 34. -! ,( )! : 353 -! ,( )( )!
#
）
，

（ . 6 %，, < %）& （",）
我们根据下列（")）—（"9）和（)）—（"%）式即可用 ,，
-，.，’（!），’*（!），5701（#），3451（#）（其 中 # $
"
# !,) 或# $ !,) ）来表示 ’（! !"(）&

5701（/ : 0）$ 5701（/）3451（0）

: 3451（/）5701（0）， （")）
3451（/ : 0）$ 3451（/）3451（0）

: 5701（/）5701（0）， （"8）

- 5701#（/）! 3451#（/）$ "& （"9）
同理，根据如下（";）—（#"）和（""）—（",）式可用 ,，-，

.，570（$），345（$），’（!），’*（!）（其中$ $ "
# -! ,)

或$ $ -! ,) ）来表示 ’（! !"(）&

570（/ : 0）$ 570（/）345（0）: 345（/）570（0），（";）
345（/ : 0）$ 345（/）345（0）" 570（/）570（0），（#%）

570#（/）! 345#（/）$ "& （#"）
下面说明用辅助方程（,）的解（)），（9），（""）和函数
变换（’）相结合的情况下，如何构造非线性差分微分
方程（"）的精确解（其余情况这里不讨论）&

（)）式和（"9） / $ "
# !,( )! 式联立即可得到

下列表达式：

5701 "
# !,( )! $" !. ! ’*（!( )）

!,’（!）

2
, #. ! -’（!）- #!.’*（!( )）

- -# ! (! ,.
，

（##）

3451 "
# !,( )! $ :

, #. ! -’（!）- #!.’*（!( )）
- -# ! (! ,.

，

（#’）

5701 "
# !,( )! $

: !. - ’*（!( )）
!,’（!）

2
, #. ! -’（!）! #!.’*（!( )）

- -# ! (! ,.
，

（#(）
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!"#$ %
& !!( )! ’"

! &" ( #$（!）( &!"$)（!( )）
* #& ( +! !" ,

（&-）

同理，将（.）式和（%.）（% ’ !!!）式；（%%）式和（&%）

% ’ %
& !!( )! 式联立后得到下列表达式：

!"#$（!!!）’
%

&（#& * +!"）
（* #/ ( #（% ( +!"）( &!（% * #& ( +!"）$（!）

0 &!!（#& ( % * +!"）$)（!））， （&1）

#23$（!!!）’
%

&（#& * +!"）
（#/ * #（% ( +!"）( &!（* % ( #& * +!"）$（!）

"&!!（#& *（% ( +!"））$)（!））， （&4）

#23 %
& !!( )! ’

0 !" ( $)（!( )）
*! !$（!）

! &" ( #$（!）* &!"$)（!( )）
* #& ( +! !"

， （&.）

!"# %
& !!( )! ’ 0

! &" ( #$（!）* &!"$)（!( )）
* #& ( +! !"

， （&5）

#23 %
& !!( )! ’" !" * $)（!( )）

*! !$（!）
! &" ( #$（!）( &!"$)（!( )）

* #& ( +! !"
， （/6）

!"# %
& !!( )! ’"

! &" ( #$（!）( &!"$)（!( )）
* #& ( +! !" , （/%）

这样对应与解（1），（.），（%%）的 &’( ()
（!）为如下形式：

&’( ()
（!）’ *6 *

*% # * &!!" 783$ %
& !!（! (")( )( )） !"#$& %

& !!（! (")( )）
!*& * */ # * &!!" 783$ %

& !!（! (")( )( )） !"#$& %
& !!（! (")( )）， （/&）

&’( ()
（!）’ *6 (

*% * &# *（% ( #& * +!"）!"#$ !!（! (")( )） (（% * #& ( +!"）#23$ !!（! (")( )( )）
+!*& ( */ * &# *（% ( #& * +!"）!"#$ !!（! (")( )） (（% * #& ( +!"）#23$ !!（! (")( )( )） ，（//）

&’( ()
（!）’ *6 *

*% # ( & *! !" 783 %
& *! !（! (")( )( )） !"#& %

& *! !（! (")( )）
!*& * */ # ( & *! !" 783 %

& *! !（! (")( )( )） !"#& %
& *! !（! (")( )） , （/+）

将（/），（-），（&&），（&/），（/&）式一起代入方程（&），并
令 $)（!）$

+（!），（+ ’ %，&，/，⋯）的（或（/），（-），
（&+），（&-），（/&）式；（/），（-），（&1），（&4），（//）式；
（/），（-），（&.），（&5），（/+）式；（/），（-），（/6），（/%），
（/+）式）系数为零后得到一个 !，#，"，,-（ - ’ %，&，
⋯，.），#/（ / ’ %，&，⋯，0），*1（ 1 ’ 6，%，&，/）为未知
量的 非 线 性 代 数 方 程 组，用 符 号 计 算 系 统

987$:;872!8求出该方程组的解，再将求出的每一组
解分别与（1）式（或（.）式，（%%）式）一起代入（/）式后
得到非线性差分微分方程（%）的精确解 ,

/ < =">7:??8差分微分方程和 @A= 差分
微分方程的精确解

例 ! =">7:??8差分微分方程［%&］

&·’（ 2）’ &’（&’(% * &’*%）， （/-）
将 &’（’，2） ’ &’（!），&’(%（’，2） ’ &’(%（!），
&’*%（’，2）’ &’*%（!），! ’ ,’ ($2代入方程（/-）后
得到下列方程：

$&)’（!）’ &’（!） &’(%（!）* &’*%（!( )），（/1）
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方程（!"）的解取为（!）式，其中 !（!）是由（"）式来确 定 #这样根据（$$），（$!），（!$）式即可得到

"#%&（!）’
!$ $%&( &$ ) ’（&& % &( &!( )） % ’ % $%!（!( )）（&& % &( &!）*+,-（!%(）%"（!）
（$%&$ ) ’&!）!$ % ’ % $%!（!( )）!$&! *+,-（!%(）) $!%$&! ,./-（!%(）!0（!）

， （!1）

"#)&（!）’
!$ $%&( &$ ) ’（&& % &( &!( )） % ’ % $%!（!( )）（&& % &( &!）*+,-（!%(）)"（!）
（$%&$ ) ’&!）!$ % ’ % $%!（!( )）!$&! *+,-（!%(）% $!%$&! ,./-（!%(）!0（!）

# （!2）

其中

"（!）’ ) $（&& % &( &!）!%$&& ,./-（!%(）!0（!），
% 3 (，$ 3 (#

将（!），（4），（!1），（!2）式一起代入方程（!"），并令

!)（!）!0（!）（) ’ (，&，$）的系数为零后得到一组非
线性代数方程组（限于篇幅未列出）# 用符号计算系
统 567-8967.*6求出该方程组的如下解：

&( ’ )
*+ % $’ ’" $! *,,./-（!%(( )( )） !%$#*,*- !%(( )$

,8*- !%(( )$
:!$ ’$ % :%$ % **+,-（!%(( )）

，

&& ’!
%$#&! " $! *,’ % *,./-（!%(( )）
!$ ’$ % :%$ % **+,-（!%(( )）

，

&$ ’
&!

:% $’" $! *,*+7- !%(( )( )$
# （!;）

其中

* ’ ) ’$ % :%$ 3 (，

+ ’ *+,-（!%(）% *+,-（$!%(），

, ’ & ) *+,-（!%(），% 3 (，$ 3 (<
将（"），（!;）式一起代入（!）式后得到方程（!4）的如
下形式的精确孤波解：

"#（&，$）（#，-）’ &( )
$&& ’ ) $!%$ 76/- !%

$（(# %#-( )( )） *+,-$ !%
$（(# %#-( )）

$%&$ ) ’&! & % *+,- !%（(# %#-( )( )） % $&! !%$ ,./- !%（(# %#-( )）
；

其中 &(，&&，&$ 由（!;）式来确定 #
方程（!"）的解取为（!）式，其中 !（!）是由

（&&）式来确定 #这样根据（$2），（$;），（!:）式即可
得到

"#%&（!）’
!$ $%&( &$ ) ’（&& % &( &!( )） % ’ % $%!（!( )）（&& % &( &!）*+,（ )! %(）% $（!）
（$%&$ ) ’&!）!$ % ’ % $%!（!( )）!$&! *+,（ )! %(）) $ )! %$&! ,./（ )! %(）!0（!）

，（:(）

"#)&（!）’
!$ $%&( &$ ) ’（&& % &( &!( )） % ’ % $%!（!( )）（&& % &( &!）*+,（ )! %(）) $（!）
（$%&$ ) ’&!）!$ % ’ % $%!（!( )）!$&! *+,（ )! %(）% $ )! %$&! ,./（ )! %(）!0（!）

# （:&）

其中

$（!）’ ) $（&& % &( &!） )! %$&&,./（ )! %(）!0（!），
% = (，$ 3 (#

把（!），（4），（:(），（:&）式一起代入方程（!"），并令

!)（!）!0（!）（) ’ (，&，$）的系数为零后得到一组非

线性代数方程组（限于篇幅未列出）# 用符号计算系

统 567-8967.*6求出该方程组的如下解：
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!! "
!"! #$!# % $ %& #&!#"& #’() *! #’( )%

!# )+,% *! #’( )% *!( )( )$ ’)’ *! #’( )%
)-’ *! #’( )%

& *! #" &% $ &#" $ $’()（ *! #’( )） !#

，

!. "
!"!（#&% * &#% "）!# $ #$!# ’()（% *! #’）"/& #!# ’() *! #’( )%

)+,% *! #’( )( )%
01, *! #’( )%

% *! #" &% . * %’()（ *! #’）$ ’()%（ *! #’( )） $ &#")+,%（ *! #’( )）
，

!% " .
&#%（. * ’()（ *! #’））#&!# 2 % #’() *! #’( )%

!# )+,% *! #’( )% *!( )$ ’)’% *! #’( )%
3 （&%）

其中

% " ’()（ *! #’）$ ’()（% *! #’），
$ " * &% $ &#" 4 !，# 4 !，" 5 !3

将（..），（&%）式一起代入（#）式后得到方程（#6）下列
形式的精确三角函数解：

()（#，&）（)，*）" !! $
%!. & $ %!#" 01, *! #

% （’) $!*( )( )） ’()% *! #
% （’) $!*( )）

* %#!% $ &!# . $ ’() *! #（’) $!*( )( )） $ %!# *! #" )+, *! #（’) $!*( )）
3

其中 !!，!.，!% 由（&%）式来确定 3
例 ! 789差分微分方程［.%］

(·)（ *）" (%
)（()$. * ()*.）， （&#）

将

()（)，*）" ()（"），()$.（)，*）" ()$.（"），

()*.（)，*）" ()*.（"），" " ’) $!*
代入方程（&#）后得到下列方程：

!(:)（"）" (%
)（"） ()$.（"）* ()*.（"( )），（&&）

方程（&&）的解取为（#）式，其中 +（"）是由（/）式来确
定 3这样根据（%;），（%<），（##）式即可得到

()$.（"）" !! $
!. * & $ & $ %#+（"( )） ’()=（!#’）$ %!# )+,=（!#’）+:（"( )）

%#!% * &!# $ & $ %#+（"( )） !# ’()=（!#’）$ %!#!# )+,=（!#’）+:（"）
， （&6）

()*.（"）" !! $
!. * & $ & $ %#+（"( )） ’()=（!#’）* %!# )+,=（!#’）+:（"( )）

%#!% * &!# $ & $ %#+（"( )） !# ’()=（!#’）* %!#!# )+,=（!#’）+:（"）
3 （&;）

将（#），（6），（&6），（&;）式一起代入方程（&&），并令
+,（"）+:（"）（, " !，.，%）的系数为零后得到一组非

线性代数方程组（限于篇幅未列出）3用符号计算系
统 >10=-?10+’1求出该方程组的如下解：

!! "" !#
& #"!# %!# )+,=（!#’! ）

，

!. " 2
#$!# ’()=（!#’）*( )-& )+,= !#’( )% !#

# &% $ &#" $ $’()=（%!#’） #"!# %!# )+,=（!#’!( )）
，!% "

#&!# * -
%#% ； （&<）

!! " 2 !$
& #"!# %!# )+,=（!#’! ）

，

!. ""
#$!# ’()=（!#’）$( )-& )+,= !#’( )% !$

# &% $ &#" $ $’()=（%!#’） #"!# %!# )+,=（!#’!( )）
，!% "

#&!# $ -
%#% 3 （&/）
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其中

! !"
!"
#

!
(

"
#（"$" $ """ %）!# %( )$&

$ &$’()*（!"’）（（"$# $ &"" $%）!#

%（$" $ ""%）& )） + ,，

# ! #$" $ &"% $ (’()*（"!"’），

& ! "!# $! (，( ! $ $" % &"% - ,，

# !"
!"
#

!
(

"
#（"$" $ """ %）!# $( )$&

$ &$’()*（!"’）（（"$# $ &"" $%）!#

$（$" $ ""%）& )） + ,，

!# )./*（!"’）+ ,，" + ,0
将（&1），（&2）式分别与（2）式一起代入（#）式后得到
方程（&#）如下形式的精确孤波解：

)*（3，4）（*，+）

! !, %
!5 "$ %（5 % $" $ &"%）’()* !"（’* %"+( )） %（$ 5 % $" $ &"%）)./* !"（’* %"+( )( )）

$ &"!" % "$!# %（5 % $" $ &"%）’()* !"（’* %"+( )） %（$ 5 % $" $ &"%）)./* !"（’* %"+( )） 6

其中 !,，!5，!" 由（&1），（&2）式来确定 6

& 0 结 论

文献［5"，5&］用耦合的 7.’’89.方程组（&:），（3,）
得到了 ;</=8>./ ?/(方程、@(A9<BB8差分微分方程和
CD@差分微分方程的精确解 6

!（$*）!
,E（$*）

-,（$*）
， （&:）

!E（$*）! . % -!"（$*）$ /,（$*）6 （3,）
将（&:）式代入方程（3,）经整理后得到下列方程：

,F（$*）,（$*）$ "（ ,E（$*））
"

$ -.,"（$*）% -/,#（$*）! ,， （35）
对方程（35）进行变换 ,（$*）0（$*）! 5得到下列方
程（3"）和它的三个解：

0F（$*）% -.0（$*）$ -/ ! ,6 （3"）

0（$*）!
5
.（ / % 1’()*（ $! -.$*）

% 2)./*（ $! -.$*）），（.- - ,）； （3#）

0（$*）!
5
. / % 1’()（!-.$*）% 2)./（!-.$*( )），
（.- + ,）； （3&）

0（$*）!
5
" -/$

"
* % 1$* %( )2 ，（. ! ,）6 （33）

其中 1，2 是任意常数 6
当方程（3）的系数 "，$，% 之间满足一定关系时

得到下列形式的解：

当 % ! $"

&" $ "（3"
5 $ 3"

"）时，

4（$）! $ 5
""（$ $ ""35 ’()*（!"$）

% ""3" )./*（!"$）），（" + ,）； （34）

当 % ! $"

&" $ "（3"
5 % 3"

"）时，

4（$）!
5
""（$ $ % ""35 ’()（ $! "$）

% ""3" )./（ $! "$）），（" - ,）；（31）

当 % ! $ $3"
5 % 3"

" 时，

4（$）!
$
&$

" % 35$ % 3"，（" ! ,）6 （32）

其中 35，3" 是任意常数 6
在方程（3）的解（34）—（32）中取 " ! $ -.，$ !

"./ 后即可得到方程（3"）的型如（3#—（33）的解 6文
献［5"］在 - ! $ 5，. ! 5和 - ! 5，. ! 5时，获得了
@(A9<BB8差分微分方程和 CD@差分微分方程的下列
形式的精确解：

)*（5）（*，+）! #, %
&,

/ % -’()*（$）% .)./*（$）
；

)*（"）（*，+）! #, %
5,

/ % -’()（$）% .)./（$）
；

)*（#）（*，+）! #, %
6,

/ % -’()*（$）% .)./*（$( )） "；

)*（&）（*，+）! #, %
7,

-’()（$）% .)./（$( )） "；

)*（3）（*，+）! #, %
8,

/ % -’()*（$）% .)./*（$）

%
9,

/ % -’()*（$）% .)./*（$( )） "；

)*（4）（*，+）! #, %
:,

/ % -’()（$）G ..)./（$）

%
;,

/ % -’()（$）G ..)./（$( )） " 6
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这里 !!，"!，#!，$!，%!，&!，’!，(!，)! 是常数 "
本文利用辅助方程（#）的三个解（$），（%），（&&）

和函数变换（’），构造了 ()*+,--. 差分微分方程和
/0( 差分微分方程的型如 *+（&，1）（+，,），*+（’，2）（+，

,），*+（#，$）（+，,）的新精确解 "辅助方程（#）的其余解
与函数变换（’）相结合也可以得到差分微分方程
（’#），（2’）的其他形式新的精确解 "该方法也可以得
到一般格子方程，（1 3 &）维 456-7089.++7:, 系统和

;/0(差分微分方程等［$—&&，&’］其他非线性差分微分
方程新的精确解 "

*·+（ ,）<（! 3"*+ 3#*1
+）（*+=& = *+3&），（#>）

*·+（ ,）<（& 3"*+ 3#*1
+）（*+=& = *+3&），（$!）

*·+（ ,）<（! = *1
+）（*+3& = *+=&）" （$&）

由于求出的非线性代数方程组解的形式比较复杂，

这里未讨论 "

［&］ ?.@A B 9 &>># -./0 " )1,, " C !"" &$>
［1］ 97D E /，FD G H，97D E I，GJ.) K 1!!1 !2,3 " -./0 " 45+ " #!

&>1’（7@ LJ7@,M,）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵 强 1!!1 物

理学报 #! &>1’］

［’］ N.@ G N，GJ.@A 4 K &>>> !2,3 " -./0 " 45+ " $% &>#O（ 7@

LJ7@,M,）［闫振亚、张鸿庆 &>>> 物理学报 $% &>#O］

［2］ 97 4 B 1!!# #.5+ " -./0 " !$ 1#&
［#］ E7-,@0.)-,P7，ED@ Q 1!!’ -./0 " )1,, " C &’" ’%O
［$］ H.)A,+DM.@A，E7-,@0.),-P7 1!!$ !2,3 " -./0 " 45+ " ## ’12$（ 7@

LJ7@,M,）［套格图桑、斯仁道尔吉 1!!$ 物理学报 ## ’12$］

［O］ GJD Q B，B. G N，GJ,@A E 9 1!!# !2,3 " -./0 " 45+ " #$ 2%’（7@

LJ7@,M,）［朱加民、马正义、郑春龙 1!!# 物理学报 #$ 2%’］

［%］ ND N R，?.@A K，GJ.) R K，GJ7 4 N，GJ.@A 4 K 1!!# !2,3 "

-./0 " 45+ " #$ ’>>1（7@ LJ7@,M,）［于亚璇、王 琪、赵雪芹、

智红燕、张鸿庆 1!!# 物理学报 #$ ’>>1］

［>］ GJD Q B 1!!# #.5+ " -./0 " !$ &1>!
［&!］ GJD Q B，B. G N 1!!# #.5+ " -./0 " !$ &O
［&&］ GJ. K 9，E7-,@0.),-P7 1!!$ #.5+ " -./0 " !# 2O#
［&1］ ?.@A G，GJ.@A 4 K 1!!$ #.5+ " -./0 " !# 11&!
［&’］ N.@A R 9，H.@A Q E 1!!% !2,3 " -./0 " 45+ " #( ’’!#（7@ LJ7@,M,）

［杨先林、唐驾时 1!!% 物理学报 #( ’’!#］

［&2］ ?.@A G，97 I E，9D 4 F，GJ.@A 4 K 1!!# #.5+ " -./0 " !$ 1&#%

!"# $#% #&’() *+,-).+$* +/ 0+,)#11’ 2.//#1#$(#)2.//#1#$).’, #3-’).+$
’$2 420 2.//#1#$(#)2.//#1#$).’, #3-’).+$!

H.)A,+DM.@AS E7-,@0.),-P7
（6.1 #788191 7: ;3,.1<3,5238 4251+21，=++1> ;7+97853 ?7><38 @+5A1>05,/，’*..7, !&!!11，#.5+3）

（T,:,7U,0 && QD*5 1!!%；-,U7M,0 ;.@DM:-7V+ -,:,7U,0 1’ F,6-D.-5 1!!>）

C6M+-.:+
W.M,0 )@ +J, .DX7*7.-5 ,YD.+7)@ ;,+J)0 .@0 +J, +-7.* ZD@:+7)@ ;,+J)0，. ;,+J)0 Z)- :);67@7@A ZD@:+7)@ +-.@MZ)-;.+7)@ [7+J

.DX7*7.-5 ,YD.+7)@ 7M V-)V)M,0" C@0 +J, ;,+J)0 7M .VV*7,0 +) :)@M+-D:+ @,[ ,X.:+ M)*7+.-5 [.U, M)*D+7)@M .@0 +-7.@A*, ZD@:+7)@
M)*D+7)@M )Z ()*+,--. .@0 /0( 07ZZ,-,@:,807ZZ,-,@+7.* ,YD.+7)@M [7+J +J, J,*V )Z M5;6)*7: :);VD+.+7)@ M5M+,; B.+J,;.+7:. " \D-
;,+J)0 :.@ .*M) 6, .VV*7,0 +) )+J,- @)@*7@,.- 07ZZ,-,@:,807ZZ,-,@+7.* ,YD.+7)@M "

*+,-./01：.DX7*7.-5 ,YD.+7)@，ZD@:+7)@ +-.@MZ)-;.+7)@，@)@*7@,.- 07ZZ,-,@:,807ZZ,-,@+7.* ,YD.+7)@，M)*7+.-5 [.U, M)*D+7)@
2344：!1’!，!’2!，!1>!

!]-)P,:+ MDVV)-+,0 65 +J, ^.+7)@.* ^.+D-.* E:7,@:, F)D@0.+7)@ )Z LJ7@.（_-.@+ ^)" &!2$&!!$），+J, E:7,@:, T,M,.-:J F)D@0.+7)@ )Z ‘@M+7+D+7)@ )Z 47AJ,-

a0D:.+7)@ )Z ‘@@,- B)@A)*7. CD+)@);)DM T,A7)@，LJ7@.（_-.@+ ^)：̂ QGG!O!’&），+J, ^.+D-.* E:7,@:, F)D@0.+7)@ )Z ‘@@,- B)@A)*7. CD+)@);)DM T,A7)@，

LJ7@.（_-.@+ ^)"1!!2!%!1!&!’）.@0 +J, ^.+D-.* E:7,@:, T,M,.-:J ]-)A-.; )Z ‘@@,- B)@A)*7. ^)-;.* b@7U,-M7+5，LJ7@.（_-.@+ ^)" K^!!#!1’）"

S a8;.7*：+A+Mc 7;@D" ,0D" :@

’>%#>期 套格图桑等：()*+,--.差分微分方程和 /0(差分微分方程新的精确解


