
振动颗粒物质中倍周期运动对尺寸分离的影响!
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实验研究了竖直振动颗粒床中，倍周期运动对尺寸分离的影响 )实验中，当振动加速度足够大时，系统中出现
稳定的对称对流，进一步增大振动加速度到某个临界值时，还会出现倍周期运动 )观察表明，背景颗粒的对流运动
对分离过程起主导作用，对流速度决定着分离过程的快慢，而在 %倍周期和 *倍周期分岔之后，分离时间有所减
慢 )对引起对流运动的起因进行了分析，以此为基础分析了倍周期运动产生影响的物理机理，并对分离时间进行了
定量计算，结果与实验值符合很好 )
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" > 引 言

尺寸分离（?134 ?49@490A1<8）是振动颗粒物质的特
有行为之一 ) 通常将其称为“巴西果”效应［"，%］

（‘B@0312 86A’4CC4=A），指的是，在竖直振动激励下，置
于小颗粒中的大颗粒倾向于迁移到体系的上表面 )
产生这种分离效应的物理机理一直受到很大关注，

因其在基础研究及生产实践中有着重要作用 )
研究表明，尺寸分离主要由两种机理产生：颗粒

的全域对流运动［(—#］（92<D02 =<8E4=A1<8 <C F0@A1=24?）及
大颗粒下方小颗粒的局部几何重构［,—&］（ 2<=02
94</4A@1=02 @40@@0894/48A）)当振动较弱时，颗粒体系
中无明显的对流运动，几何重构机理起主要作用 )在
颗粒的上下运动过程中，小颗粒有机会填充到大颗

粒下方的空隙中并密堆积起来 )这阻止了大颗粒的
向下运动，导致大颗粒逐渐被垫起，形成向上的分离

运动 )这种机理引起的分离要求大、小颗粒的尺寸比
必须大于某个临界值!= " %>&［&，"$］，且比值越大分

离越快 )当振动较强时，颗粒通常处于对流态 )颗粒
沿容器侧壁向下运动，在颗粒床中间向上运动，通常

称为常规对流（8<@/02 =<8E4=A1<8）)对流由容器侧壁
的摩擦力［(］、空气［""—"*］等因素引起 )对流将大颗粒
带到体系的上表面，在上表面，大颗粒的尺寸阻止其

再次进入对流中，从而停留在上表面形成分离 )对流
引起的分离通常与大颗粒的尺寸无关，分离的快慢

由对流速度决定 )
然而，颗粒的对流形式往往受容器的形状及横

向尺寸等因素的影响［#，"#—"+］)例如，当容器侧壁向外
倾斜的角度大于 (G时，颗粒将形成反向的对流运
动，即沿侧壁向上运动，在颗粒床中间向下运动［"#］)
如果容器横向尺寸足够大，颗粒床中还会出现一些

更复杂的运动模式，如多重对流卷（/62A1F24 F01@? <C
=<8E4=A1<8 @<22?）［"&］及“隆拱”（0@=5189）［",，"’—%%］等 )伴随
多重对流卷和“隆拱”，颗粒床中还会出现倍周期（或

分频）运动［"&—%$，%%］（?6D50@/<81= /<A1<8）)这些无疑会
对颗粒的尺寸分离过程带来一定影响，从而为分离

过程的分析带来难度 )
我们的实验表明［%(，%*］，采用横向尺寸较窄的容

器可以有效地抑制多重对流卷和“隆拱”，颗粒床中

只存在着常规对流 )但是，当振动加速度大于某个临
界值时，颗粒进入倍周期运动；颗粒在参与对流运动

的同时，还随同体系质心一起做倍周期运动 )那么，
体系的倍周期运动是否会对分离过程产生影响？对

此，文献中未有相应的研究 )最近，H0?A<@ 等人［%#］利
用高速摄像技术研究了 %倍周期分岔点附近颗粒运
动速度的变化，表明器壁附近颗粒的运动速度亦做

相应的倍周期分岔 )这是因为器壁附近颗粒的运动
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速度是对流速度与颗粒床质心速度的叠加，因而受

到影响 !如果运动速度受到影响，势必会对对流引起
的分离过程产生影响 !这里，将通过实验对此加以检
验，并对产生影响的物理机理进行分析 !

" # 实验装置

实验在内径为! $ %&#’( ))的玻璃管容器内
进行 !容器底由不锈钢平板构成，并固定在振动台的
台面上 ! 台面在竖直方向做简谐运动 ! $
"*+, "!( )#$ ，" 和 # 分别为台面的振幅和频率 !振动
加速度由固定在台面上的加速度传感器测定 !这里，
振动的强弱由约化振动加速度" $ " "!( )# " -% 表
示，其中，% 为重力加速度 !在容器底与台面之间固
定一压电陶瓷传感器 !压力信号接入数字存储示波
器，并通过示波器监测、记录颗粒床对容器底的作用

力及其倍周期分岔过程 !力的倍周期分岔可以通过
其频谱中是否存在分频峰来判断［""］!
所用背景颗粒为硬质合金钢球（非磁性），直径

为 & $ .#/. 0 .#.% ))，密度为# $ %&#’ 1-2)3，共

’%#’ 1，填装在容器中的高度约为 ’. $ 4/ ))（振实
后）!大颗粒（+,567896）为轴承用合金钢球，直径分别
为 ( $ %#&. ))，3#.. ))，&#.. ))，:#34 ))，’#&"
))，密度约为# $ /#(& 1-2)3 !实验中，先将一个大
颗粒置于容器底中部，然后倒入小颗粒 !固定振动频
率，将约化振动加速度"由 %突然加到预设值（"#&
;" ; %.）!分离过程由大球上升到表面（刚露头能
被看见为止）的时间$来表征 !每个"值对应的分
离时间分别测量 %"次，然后求平均 !实验室温度为
%’—""<，空气相对湿度为 43=—4(= !装置简图如
图 %所示 !

3 # 结 果

图 "给出 # $ :. >?时，不同尺寸大颗粒分离时
间随"的变化情况 !图中，箭头所示位置对应为倍
周期分岔点（实验值），从左至右对应的倍周期分岔

点依次为 " 倍周期，4 倍周期，混沌，3 倍周期，: 倍
周期，及混沌；"" $ 4#.，"4 $ :#4，"混沌 $ (#"，"3 $

(#/，": $ ’#&，"混沌 $ %.#: !可以看出，分离时间随"
的增大迅速衰减，且与大颗粒的尺寸无关 !但在 "倍
周期与 4倍周期分岔点之后，分离时间明显增大 !在
不同频率下进行实验，所得结果类似，只是频率越高

图 % 实验装置简图 %!振动台面，"!力传感器，3!加速度传感

器，4!背景颗粒，&!大颗粒；$表示大颗粒由容器底部运动到上
表面所需时间

分离时间越长 !图 3 给出 ( $ 3#. ))，" $ "#(3（远
离 "倍周期分岔点），3#/&（接近 " 倍周期分岔点），
&#%(（超过 "倍周期分岔点）时，分离时间随振动频
率 # 的变化 !受振动台面最大位移的限制，实验中 #
只在大于 ". >?的范围内进行 !图 % 和图 " 中分离
时间的误差由同组 %"个数据中最大值与最小值之
差的一半确定 !为了图面简洁，图 " 只在 ( $ 3#..
))的曲线上标出了测量误差 !
由图 "和图 3可以看出：%）分离时间与大颗粒

的尺寸无关；"）分离时间随"的增加而快速减小；
3）在 "倍周期和 4倍周期分岔之后，分离时间有明
显的增加，但其后的倍周期运动对分离时间的影响

很弱；4）分离时间随频率的增加而增加 !

4 # 讨 论

下面就影响分离过程的几个主要因素进行讨论

并对所得结果加以定量分析 !

!"#" 对流的作用

实验表明，尺寸分离是由颗粒的对流运动引起

的 !无论大颗粒是否置入，只要"大于某个临界值

"2（"2!"#3—"#&，具体取值与环境的温度、湿度有
关），背景颗粒做对称的常规对流运动，也就是，颗粒
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图 ! !取不同值时，分离时间!随"的变化 " " # $% &’，# # %()% **，容器内径为 +,(-.

**"温度，+-—!! /，相对湿度，012—0.2 "下方实线为理论值，虚线为考虑倍周期运动

后的修正值

图 1 ! # 1(% **时，分离时间!随 " 的变化（离散点为实验值，

实线为理论值 "温度为 +)—+- /，相对湿度为 0)2）

沿着侧壁均匀地向下运动，到达容器底时向内迁移，

然后在颗粒床内部向上运动；运动到上表面后，向侧

壁移动并沿侧壁下移，如此循环下去 "正是这种循环
对流运动，将大颗粒带到体系的上表面 "如果" 3

"4，部分颗粒会长期堆积在容器底部的某个角落不

动，形成“斜劈”状堆积，其他部分在做缓慢对流，或

者，仅上面小部分颗粒在对流，而其他部分基本不

动 "此时，如果大颗粒刚好处于无对流的部分，则没
有分离现象出现，即使偶尔出现，分离时间会非常

长，而且涨落也非常大 "因此，我们的实验在" 5"4

的区域进行，以保证颗粒被充分流化，且颗粒床中始

终存在稳定的对称对流 "
由于分离是对流造成的，因而分离时间!与 !

没有明显的依赖关系 "需要说明的是，实际测量中大
! 对应的分离时间明显小于小 ! 对应的分离时间 "
以 ! # -(,! **为例，其分离时间比 ! # +(,% **的
要小 !%2左右 "这是因为，!的测量是以大球由底部
移动到上部刚一露头为准（参见图 +）"大球质心实
际移动的距离，$% 6!$ 7 !，小于 $%，其中，!$（ 3
!）是大颗粒置入后引起颗粒床厚度的增加 " ! 越大
时，后两项的影响越显著 "图 !中，我们根据平均分
离速度，已对 ! # ,(%% **，$(1$ **，-(,! **三种
钢珠的分离时间进行了修正，换算成其质心移动 $%

所需的时间，!$% 8 $% 6
!
1
!1

#1 7( )! "修正后，它们与

! # +(,% **和 1(%% **的曲线基本重合 "
引起对流运动的主要因素是颗粒床在做上下

“活塞”运动时，气流的冲刷及容器侧壁与颗粒间摩

擦力的影响［1，++—+1］"我们注意到，器壁附近颗粒的堆
积率受容器壁的影响（壁效应，9:;; <==<4>［!$—!-］）而低
于内部颗粒 "这种堆积率上的差异导致器壁附近的
气流速度高于内部气流速度（约为内部速度的

!(,—1(%倍［1%—1!］）"如果将所有颗粒看做多孔介质，
气流的运动会使其受到一定阻力，而器壁附近的颗

粒因气流速度高而受到相对较大的阻力 "另外，器壁
附近的颗粒还会额外受到来自器壁的摩擦力 "该摩
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擦力正比于颗粒对器壁的正压力，而正压力的来源

之一为气流速度差异（气流速度场存在旋度）所产生

的横向推力（!"#$%& ’((’)*［++］）,因而，器壁的摩擦力
也与气流速度有关 ,不同部位颗粒所受阻力的差异
可以引起颗粒床中的对流运动，对流速度可做如下

估算 ,
假定阻力正比于气流速度的平方，颗粒床的运

动方程可以写为

-!
- " . / # /!!0， （1）

其中，! 颗粒床的运动速度（质心速度），!为阻力系
数，单位为 !/1 ,在 " . 2 时刻，颗粒床以速度 !2 离
开容器底做上抛运动，求解上式可得位移随时间的

变化

( )$ " . 1
!

(3$ )4& *"$/1 !!# !2 / !!( )#"

5)4& *"$/1 !!# !( ) )2 ， （0）

运动到最高点时，速度为零，其位移为

$ . 1
0!

3$ 1 6!
!02( )# , （+）

考虑到器壁附近的气流速度较高且贴壁颗粒受到器

壁的摩擦，因而贴壁颗粒受到的阻力大于内部颗粒，

上抛过程中的运动速度比内部颗粒慢 ,为了简便，不
妨假定贴壁颗粒受到的阻力是内部颗粒的"倍（等
效于阻力系数为"!，" 7 1），上抛到最高点时，其位

移为 $8 . 1
0"!

3$ 1 6"!
!02( )#
，与内部颗粒的位移

差为

!$2 . 1
0!

3$ 1 6!
!02( )# / 1

0"!
3$ 1 6"!

!02( )# ,

（9）
这导致部分贴壁颗粒移出颗粒床，见图 9 ,
在下落过程中，贴壁颗粒受到的阻力（向上）同

样高于内部颗粒 ,但考虑到颗粒较难再“挤”回颗粒
床，而且随机碰撞会使移出的部分颗粒向内迁移，因

而，下落过程不可能使!$2 完全“复合”掉 ,在颗粒
床完全落到器底时，总有部分颗粒迁移到内部并把

内部颗粒“垫”起来产生一个向上的位移 ,这最终导
致，颗粒床在做一上一下的运动过程中，底部靠近器

壁的颗粒倾向于移动出来，并横向向内迁移促成颗

粒床内部颗粒的向上运动，形成整个颗粒床中的循

环对流运动 ,
在 0倍周期分岔之前，完成一上一下运动所需

图 9 上抛过程中贴壁颗粒与内部颗粒的相对位移

的时间为一个振动周期（15 %），则平均对流速度 &"
%!$2，分离时间#"’2 5& . ’2 5（ %!$2）,考虑到!是
一个小量，将 15!$2 对!做泰勒展开，得

# :
’2

%
9#0

" /( )1 !92!
6 ;

+
" 6 1
" / 1

#
!02

6$( ){ }! ,

（<）
为简便我们只保留第一项，其后各项用%代替作为
修正项，则有

# :
’2

%
9#0

" /( )1 !92!
6%, （=）

容易 证 明［++］，颗 粒 床 的 起 跳 速 度 为 !2 .
#

0"% &
0! / 1 ,将之代入上式，得

# . (
’2 %+

#0 &0 /( )1 0 6%， （>）

这里，将"，!等有关的常数收并到系数 ( 中，作为
大小可调的经验常数 ,
根据（>）式，对实验结果进行了拟合，见图 0和

图 +中的实线，其中，( 的取值范围为 <2—1<2，%的
取值范围为 12—02 ,在倍周期分岔之前，（>）式与实
验值符合很好 ,在 0倍周期分岔之后明显低于实验
值，对此下面给予讨论 ,

!"#" 倍周期运动的影响

当&#&0 时，颗粒床要经过一高一低连续两跳

完成一次重复运动，形成 0倍周期运动，见图 < ,第 1
跳的起跳速度和第 0跳的起跳速度分别为 !2 和 !82
（ !2 7 !82），引起的内部颗粒的总位移为!$"!$2 6

!$82 ,完成这一过程所需的时间是两跳的自由飞行
时间及颗粒床驻留在容器底上（台面存在吸收区的

=0?< 物 理 学 报 <;卷



缘故［!"］）的时间之和，为两倍的振动周期 #$ ! %分离
时间的估算类似于上节，只需将（&）式中的 " 与!
乘以 #即可 %对于其他倍周期运动及 "倍周期之后
的倍周期密集区（对应为实验中的混沌区，原因见文

献［!"］）亦可做类似处理 % #倍周期分岔后的分离时
间如图 # 内插图中的虚线所示，与实验结果基本
一致 %

图 ’ 起跳速度 #( 随!的变化（ #( 被 $ $（#" ! ）约化 %"% 表示 %

倍周期分岔点的位置，") % 表示由两跳变为一跳的倍周期运动

的临界点）

实验与理论结果均表明，" 倍周期分岔后的倍
周期密集区及 !，*等高阶倍周期分岔对分离时间的
影响不明显 %在密集区内，存在连续上抛跳跃很多次
完成一次重复运动的情况，但所需的总的时间也很

长，因而对平均对流速度的影响不显著 %另外，在某
些很窄的区域内起跳速度取负值（见图 ’），也就是
颗粒床未经过上抛而是直接做下落运动 %但这并不
会对分离时间产生显著影响，因为下落过程不会使

贴壁颗粒产生显著的上移，原因如前文所述 %我们注
意到，颗粒床中的倍周期分岔点及其对分离时间的

影响均比理论值延后 %这是因为在我们的理论计算
中没有考虑阻力对分岔点的影响，对此将另文做进

一步讨论 %

!"#" 空气湿度的影响

空气的相对湿度对分离时间（或对流速度）有显

著影响 %即使对 & + (,&( --的硬质合金钢珠，湿度
的影响也是明显的 %不同季节的测量表明，空气相对
湿度较大时，分离时间相对延长（对流速度变慢）%这
种影响通常在对流速度比较小的时候较为明显，如，

频率固定"比较小时，或"固定频率比较高时 %此
时，振动台面输入的能量刚好可以克服体系诸因素

耗散掉的能量，而形成速度比较慢的对称对流 %但此
时对流速度并不十分稳定，易受到湿度的影响，所引

起的分离时间的涨落可以达到 !(.左右 %这种涨落
还与因磨损引起的颗粒表面污垢的积累有关 %根据
我们的观察，清洗干净的颗粒在累计使用约 /’ 0
后，污垢的影响变得显著 %这种污垢产生的影响也与
空气的湿度有关，湿度越大（ 1 ’(.）对流速度越慢，
甚至形成有序化的“壳层”结构［!’］%一旦形成这种有
序结构，体系中无对流运动，且大颗粒基本“陷”某个

位置不动，直到结构被破坏，体系重新转变为对流状

态为止 %污垢较多且空气湿度较大时，这种结构保持
稳定的时间可以以小时计 %因此，空气湿度较大时，
应尽量使用清洗干净的颗粒 %污垢和空气湿度影响
对流速度的原因，可能是增加了体系的能量耗散，相

应减少了维持体系对流运动的能量 %
另外，颗粒床中存在着难以避免和控制的电荷

积累 %尤其在冬季，温度和湿度较低（如温度/2 3，
相对湿度 !(.左右），摩擦很容易产生静电 %振动停
止后，时常可以看到背景颗粒悬挂在玻璃壁上（最高

可距颗粒床上表面约 " --）%电荷积累也会对分离
时间产生影响，但分离时间随"的变化趋势基本不
变 %为了避免电荷积累和有序化这些不定因素的影
响，我们的实验尽量在春、秋两季空气湿度适中且相

对稳定的时间段内完成 %

!"!" 背景颗粒材质与尺寸的影响

将背景颗粒换成同尺寸的不锈钢球（密度 4,"
5$6-!）或者 & + (,’( 7 (,(/ --的硬质合金钢球或
者 & + (,’—(,* --的镍颗粒，分离时间#随"的
变化规律与图 #中的情况类似 %如果背景颗粒使用
& + /,(( 7 (,(/ --的硬质合金钢球，颗粒很快会由
有对流的无序排列结构转化为无对流的有序的“壳

层”结构［!’］（对这一尺寸，空气湿度影响不大）%此
时，大颗粒的上移距离由两态的转化时间决定 %也就
是，大颗粒的上移由开始时的对流运动引起，形成有

序结构后就不再上移，保持在原位的时间以小时计 %
有时有序结构偶尔会出现局部结构破坏（主要出现

在颗粒床最底部），整个体系会出现一个缓慢的结构

重构过程 %这种情况反复出现很多次之后（频率固
定，"不是很高时），大颗粒偶尔会分离到上表面，
但分离时间的涨落非常大，几乎看不出规律性 %尤其
振动较强时（" 1 !），有序结构非常稳定，未观察到
大颗粒分离到上表面 %这也从一个侧面说明，在我们

&#2’2期 姜泽辉等：振动颗粒物质中倍周期运动对尺寸分离的影响



的实验系统中对流机理起着主要作用 !
早在 "#$% 年，&’()* 和 +(),,-.［%/］研究了干沙

（! 0 123—12/ ((）中一个大铅球的分离时间随!，
" 等因素的变化 !他们给出的"4!曲线与图 5类似，
但曲线中没有明显的倍周期运动的影响 !可能是这
种颗粒床中不存在倍周期运动，也可能是作者将倍

周期运动的影响当作了涨落而忽略掉了 !对此，有待
于我们从实验上进一步分析 !他们的"4 " 曲线与图
%中的类似，但 " 较大时，"不再按 " % 变化，而是迅

速增加 !我们认为这是由于 "（!固定）较高时，对流
不再是主要分离机理，分离是由其他原因引起的 !我
们的实验是针对对称对流这一状态进行的 !文献
［%$］报道了另外一种颗粒体系中的分离情况 !所用
圆筒容器和颗粒的材质均为丙烯酸（)67.,86）!容器内
径为 ""29% 6(，小球直径 ! 0 %2"$3 ((，大球 # 0
:!，颗粒床厚度 $1 ; "/! !为防静电效应，容器内壁
和所有颗粒均用防静电液处理过 !根据分离时间"
与 " 的关系区分出三种分离形式 !分别为有隆起
（’-)<8=>）和无隆起的对流运动引起的分离，及小振
幅高频率时的无对流分离 !对于前两种情况，约化分
离时间"" 与!和 " 的关系近似为""! ! ?!( )6 ?#

- "@ "( )%&
5

[ ]? " ，其中，!6""，" 67""3 AB，#"5 !与我
们的结果有相似之处，也有差异 !原因可能是他们所
用背景颗粒尺寸较大，而且他们的实验中圆筒位置

固定，振动通过活塞式容器底施加 !另外，他们的实
验中，无对流时（ " 0 91—$3 AB，!#9），背景颗粒按
六角密堆积方式排列，分离时间与 # @! 成正比，也
就是几何重构机理起作用 !
需要强调的是，文中的研究是在振动足够强，颗

粒被充分流化且颗粒床中存在对称的常规对流的前

提下进行的 !此时，对流机理起主要作用 !分析中，取
空气阻力与速度平方成正比，对此目前还没有直接

的实验证据，这样做只是为了使理论值与实验结果

更相符合 !来自容器壁的摩擦力只是简单地归并到
系数$中，这无疑将问题过分简化 !另外，理论分析
中忽略了容器与颗粒床间相对位移可能对气流速度

带来的影响，但这对最终结果没有显著影响 !分析
中，向下移动的贴壁颗粒只取了一层，而计算机模

拟［%:—91］表明其厚度为 %—3 层，这仅对系数 ’ 的大
小有影响 !另外，背景颗粒的密度、尺寸及容器内径
等因素也会影响对流速度，这里只是简单地将其包

含在经验系数 ’ 中，未做细致处理 !最后，如果器壁
附近的气流速度比颗粒床内部的高，则器壁附近的

气压应比内部的低 !直接的局部气压测量［9"］证实了
这一点 !

3 2 结 论

容器内径较小、颗粒尺寸均一的振动颗粒床中，

振动加速度足够大时，可以激发出稳定的对称对流 !
此时，分离过程与大颗粒的尺寸无关，分离时间与

"%（!固定）成正比，随!（ " 固定）而衰减 !在 5倍周
期和 9倍周期分岔之后分离时间有所减慢 !分析表
明，引起对流的原因是，颗粒床中器壁附近的颗粒所

受到的阻力比内部颗粒大，而且阻力与颗粒床运动速

度的平方成正比 !倍周期运动对分离时间产生影响是
因为倍周期运动导致平均对流速度减慢，且 9倍周期
之后的高阶倍周期运动对分离时间的影响较弱 !
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