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提出了分数阶统一混沌系统的自适应同步方法，给出了自适应同步控制器和参数自适应率 , 设计的单一控制
器简单且只含有一个驱动变量 , 所用同步方法适用于一类分数阶混沌系统的同步，且具有较强的抗噪声能力，具
有较高的实用价值 , 数值模拟结果表明了该方法的有效性 ,
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!河北省自然科学基金（批准号：-"%%+%%%!#)）资助的课题 ,

$ ./0123：41567829:0123 , 8;<5=, ;>=, ?5

! @ 引 言

分数阶微积分（AB1?C2D513 ?13?=3=7）已有 #%%多年
的历史，其发展几乎与整数阶微积分同步，但将其

应用到物理学和工程学的研究热潮还是最近几十年

兴起的 ,许多物理系统能展现出分数阶动力学行为，
例如，黏滞系统、介质极化、电极 E电解液极化、（电
缆的）管道边界层效应、有色噪声和电磁波等 , 最
近，分数阶混沌系统又引起人们广泛的兴趣和深入

的研究 , F8=1电路［!］、GDB;5H系统［"］、F8;5系统［#—&］、
GI系统［)，(］、G2= 系统［+—!%］、J=AA256 系统［!!］、K9BDCC 系
统［!"，!#］以及 LD773;B混沌和超混沌系统［!’］、新超混沌
系统［!&］中，通过计算机数值仿真发现，当系统的阶

数为分数时，系统仍呈现混沌状态，且更能反映系统

所呈现的物理现象 ,
另一方面，自从 !**%年 M;?DB1和 F1BBD33［!)］发现

了两个混沌系统可以实现同步以来，就掀起了混沌

同步问题研究的热潮 ,在通信领域，-B015 N2152/O
等［!(］用简单的混沌掩盖方法证明了分数阶混沌信

号能加强通信的安全性 ,因此，分数阶混沌系统的同
步在保密通信、信号处理和系统控制及其他领域中

拥有潜在的、诱人的应用前景，研究分数阶混沌系

统具有重要的理论意义和实用价值 ,
对于分数阶混沌同步方法，目前采用较多的是

通过控制系统的系数矩阵的特征值使其在一定范围

内实现控制，但是非线性系统的系数矩阵通常是含

有变量的非定常矩阵，很难求出其特征值 , 鉴于此，
一些文献提出通过设计控制器消去系统的非线性项

使系统的系数矩阵成为定常矩阵的方法［!+—"%］，这种

方法虽然能达到一定的效果，但控制代价较大 ,
本文针对上述分数阶混沌系统同步方法中存在

的不足，根据整数阶混沌系统的自适应同步方法，提

出分数阶混沌系统的自适应同步方法，用单一控制

器一个驱动变量实现了分数阶统一混沌系统的自适

应同步 ,该同步方法可以很容易地推广到其他相似
分数阶混沌系统，如分数阶 G2=混沌系统［"!］等 ,

" @ 分数阶统一混沌系统的自适应同步
理论分析与数值模拟

在分数阶微积分的研究过程中，对分数阶导数

的概念有多种定义，本文采用 F19=CD微分定义［(］来
研究分数阶混沌动力学行为，F19=CD微分定义为

!!! "（#）P $%E!"（%）（#），! Q %， （!）
这里 % P［!］，为第一个不小于!的整数，"（%）为

" 的% 阶导数，$"是"阶 L2;0155/G2D=R233;积分算子
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第 &+卷 第 *期 "%%*年 *月
!%%%/#"*%T"%%*T&+（%*）T)%#*/%)

物 理 学 报
-FU- MVWKXF- KXYXF-

ZD3,&+，YD,*，K;9C;0<;B，"%%*
!

###############################################################
"%%* F825, M847, KD?,



!"#$%&微分算子 ’

!"#" 系统数学模型与问题描述

())(年，*+等人提出了一个新的混沌系统，该
系统将 *&,-./吸引子和 !0-. 吸引子连接起来，而
文献［((］提出的 *+系统只是它的一个特例，故文
献［(1］称其为统一混沌系统 ’统一混沌系统的数学
模型可写为

!·2 3（(4! 5 2)）（!( 6 !2），

!·( 3（(7 6 14!）!2 6 !2 !1 5（(8! 6 2）!(，（1）

!·1 3 !2 !( 6（7 5!）!1 91，
其中系统参数!!［)，2］’统一混沌系统是一个由
单参数控制的连续混沌系统，具有统一性和全域性

混沌特性 ’系统只用一个参数!就可以控制整个系

统，当!!［)，):7）时，统一系统属于广义 *&,-./系
统；当!!（):7，2］时，统一系统属于广义 !0-. 系
统；而当! 3 ):7时，统一系统属于 *+系统 ’ 统一
系统具有连接 *&,-./系统和 !0-.系统的重要作用，
当!由零逐渐增加到 2时，系统也由广义的 *&,-./
系统逐渐过渡到广义的 !0-.系统，具有统一性 ’
分数阶统一混沌系统［(;］有如下形式：

<"!2

< #" 3（(4! 5 2)）（!( 6 !2），

<"!(

< #" 3（(7 6 14!）!2 6 !2 !1 5（(8! 6 2）!(，（;）

<"!1

< #" 3 !2 !( 6 7 5!
1 !1，

其中，) = " = 2，当 " 3 ):8时，对于不同的!值
的 (:>阶统一混沌系统的吸引子如图 2所示 ’

图 2 (:>阶统一混沌系统的吸引子 （"）! 3 ):?；（@）! 3 ):7；（A）! 3 2

以系统（;）为驱动系统，具有单一控制器的响应
系统为

<"$2

< #" 3（(4! 5 2)）（$( 6 $2），

<"$(

< #" 3（(7 6 14!）$2 6 $2 $1 5（(8! 6 2）$( 5 %，

<"$1

< #" 3 $2 $( 6 7 5!
1 $1 ’ （4）

我们的目标就是选取合适的控制器 %，使响应系统

（4）和驱动系统（;）达到同步 ’

!"!" 自适应同步设计

定理 设系统误差 &2 3 $2 6 !2，&( 3 $( 6 !(，

&1 3 $1 6 !1 ’ 若选取控制器 % 3 6 ’&( ，参数自适

应率
<"’
< #" 3"&(( ，（" B )），则响应系统（4）和驱动系

统（;）同步 ’即 CDE
#"F

&( 3 )（ ( 3 2，(，1）’
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证明 设 !" ! " " "# ，（ "# 为实常数），则由
（$），（%）式得误差系统为

&#!’
& $# !（($! ) ’#）（ !( " !’），

&#!(
& $# !（(* " +$!）!’ " %’ !+ " &+ !’ )（(,! " ’）

- !( " "# !( " !( !"，
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+ !+ . （/）
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其中，

( !
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令 ( 的任意特征值为$，则存在非零向量% !（%’，

%(，%+，%%）
2 是其对应特征向量，于是可得

(% !$%. （*）
对（*）式两边取共轭转置（( 为实数矩阵），得

%
3 (2 !$

—

%
3， （,）

（*）式左乘 ’
(%

3 与（,）式右乘 ’
(%相加，得

%
3 ’

( ( ) ’
( (( )2

% ! ’
(（$ )$

—
）%

3
%.

由于混沌系统的状态轨线当 $ ! #时全局有界并且
关于 时 间 $ 可 微，故 存 在 一 个 正 数 )，使
456（ 7 &’ 7，7 &( 7，7 &+ 7）" ) 8 9 . 又有%
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于是（$ ’$
—
）! ( , 即矩阵 $ 的任意特征值都满足

! 123（$）!# !# - %!
# ，（% 4 "）,

根据分数阶系统稳定性原理［#&］，误差系统（5）是渐
近稳定的，即 678

&$9
’( + (（ ( + "，#，$），678

&$9
’" + ( ,因

此，在自适应控制器 ) + % "’# ，参数自适应率
:%"
: &%

+%’
#
# 作用下，分数阶系统（&）与（.）达到同步 ,

!"#" 数值模拟

通过 ;1<61=>?&，采用预估@校正法［#>］进行数值
模拟，取" + (?>，% + (?*，状态初始值 *（(）+ "，
+（(）+ % "，,（(）+ "(；*"（(）+ % "，+"（(）+ "，

图 # 系统（&）的（.）误差曲线和控制强度 "的收敛曲线 图 $ 系统（&）的（.）误差曲线和控制强度 "的收敛曲线（有噪声）

#.(> 物 理 学 报 &)卷

Absent Image
File: 0



!!（"）# !$；! # !，"（"）# " % 仿真结果如图 &所
示，从中可以看出，两分数阶混沌系统渐近同步，"
随着时间演化趋向某一个常数 %
最后，我们通过在响应系统（$）加上噪声，来说

明这种同步方法的鲁棒性 %加上噪声的响应系统
变为

’#$!
’ %# #（&$" ( !"）（$& ) $!），

’#$&
’ %# #（&* ) +$"）$! ) $! $+ (（&," ) !）$&

) "&& ( -./’，

’#$+
’ %# # $! $& ) * ("

+ $+， （!"）

其中 -./’是（"，!）之间的随机数 % 我们选取和前面

相同的参数自适应率和初始条件，仿真结果图 +表
明，两分数阶混沌系统渐近同步，" 随着时间演化
趋向某一个常数 % 说明该同步方法有较强的鲁
棒性 %

+ 0 结 论

基于分数阶系统的稳定性理论，提出了分数阶

统一混沌系统的自适应同步方法 % 所设计的控制器
只需向响应系统传递一个驱动变量即可实现分数阶

混沌系统的自适应同步，且该方法具有较强的抗噪

声能力，比起已有的同步方法具有更高的实用价值 %
同时为整数阶混沌系统的自适应同步方法用于分数

阶混沌系统提供了一个范例，具有一定的理论意义 %
数值模拟结果表明了该方法的有效性 %

［!］ 1.-234 5 5，67-8/97 : ;，<.==8- 1 > !,,$ ’((( )*+,- ./’ !"

?*$
［&］ @-AB7-8/C7 D，@-AB7-8/C7 E &""+ 01$- % 2&3 % 4&%% % #$ "+?!"!
［+］ 6A : F，F8/B @ G &""? .1+5-，6578%5,- 9 :*+;%+7- "" ??+
［?］ 6A : @，:H8/ @ I &""? .1+5-，6578%5,- 9 :*+;%+7- "" $?,
［$］ 6J G @，:H8/ @ I &""K .1+5-，6578%5,- 9 :*+;%+7- "% K*$
［K］ L8/B M 1，6A : F &""$ 01$-8;+ N &’& K!
［O］ 6AJ : P，6AJ 5% 6AJ 6，6AJ > &""? .1+5-，6578%85,- 9 :*+;%+7- ""

!"+!
［*］ M./B ; <，6AJ : P &""K /;%+ 01$- % 68, % ’’ +,&&（A/ :HA/8Q8）

［王发强、刘崇新 &""K 物理学报 ’’ +,&&］

［,］ :H8/ P I，6AJ : P，M./B ; <，6A R P &""* /;%+ 01$- % 68, % ’%

!?!K（A/ :HA/8Q8）［陈向荣、刘崇新、刘发强、李永勋 &""* 物理

学报 ’% !?!K］

［!"］ 6AJ : P，6AJ 5，6AJ 6，6AJ > &""? .1+5-，6578%85,- +,< :*+;%+7-

"" !"+!
［!!］ @.7 P，RJ G S &""$ .1+5-，6578%5,- 9 :*+;%+7- "! !",O
［!&］ NH.=’ M T，UV-722 G : &""+ .1+5-，6578%5,- 9 :*+;%+7- $( ++,
［!+］ @.7 P，RJ G S &""$ .18, % 01$- % $! ,"*
［!?］ 6A : @，:H8/ @ I &""? 01$-8;+ N &!$ $$
［!$］ 6AJ : P &""O /;%+ 01$- % 68, % ’( K*K$（A/ :HA/8Q8）［刘崇新 &""O

物理学报 ’( K*K$］

［!K］ F8W7-. 6 T，:.--733 5 6 !,," 01$- % 2&3 % 4&%% % (! *&!
［!O］ N-=./ >A./AXS，>A. ;.33.HA，Y.Q8- F.-A9，18/-4 68J/B &"",

.5==>,8;+%85,- 8, ?5,78,&+* 6;8&,;& +,< ?>=&*8;+7 68=>7+%85,，$!

*K+
［!*］ 5./ M，M./B R Y，1J./B L，ZH7J U M &""? .18, % 01$- % $&

?$,
［!,］ ZH./B I P，R./B U F &""* /;%+ 01$- % 68, % ’% K*$&（A/ :HA/8Q8）

［张若洵，杨世平 &""* 物理学报 ’% K*$&］

［&"］ ZH./B I P，R./B U F &""* /;%+ 01$- % 68, % ’% K*+O（A/ :HA/8Q8）

［张若洵、杨世平 &""* 物理学报 ’% K*+O］

［&!］ 6J G G，6AJ : P &""O .18, % 01$- % $( !$*K
［&&］ 6[ G 1，:H8/ @ I &""& ’,% % @ % 5A B8A>*;+%85, +,< .1+5- $" K$,
［&+］ 6[ G 1，:H8/ @ I ZH./B U : &""& ’,% % @ % 5A B8A>*;+%85, +,<

.1+5- $" !""!
［&?］ M./B P G，6A G，:H8/ @ I &""* @ % 5A %1& :*+,"78, ’,-%8%>%& &!’

+,&
［&$］ T.2AB/7/ L !,,K ’C/.6，’(((X6C. 6A338，;-./W8 ,K+
［&K］ LA82H83= >，;7-’ Y G，;-88’ N L &""& ?5,78,&+* D$,+=8;- "# +
［&O］ :.VJ27 T !,KO )1& E&5F1$- @ % 25$ /-%*5,5= 65; % $& $&,

+?"K,期 张若洵等：分数阶统一混沌系统的自适应同步



!"#$%&’( )*+,-./+&0#%&/+ /1 %-( 1.#,%&/+#2!/."(.
3+&1&(" ,-#/%&, )*)%(4!

!"#$% &’()*’$+） ,#$% ,#$%-） ,#$% ."/)0/$%1）2

+）（!"##$%$ "& ’#$($)*+,- ’./0+*1")，21)%*+1 3)14$,51*-，21)%*+1 34533+，!61)+）

-）（!"##$%$ "& 701$)0$，8$9$1 :",*6 3)14$,51*-，;6+)%<1+="/ 364333，!61)+）

1）（!"##$%$ "& >6-5105，8$9$1 :",(+# 3)14$,51*-，761<1+?6/+)% 3433+7，!61)+）

（&898/:8; ++ <#$’#=> -33?；=8:/@8; A#$’@9=/BC =898/:8; D E8F=’#=> -33?）

GF@C=#9C
H"/@ #=C/9I8 B=(B(@8@ #$ #;#BC/:8 @>$9"=($/J#C/($ A8C"(; K/C" ($I> ($8 9($C=(II8= L(= C"8 L=#9C/($#I)(=;8= ’$/L/8; 9"#(C/9

@>@C8A，#$; #;#BC/:8 9($C=(II8= #$; ’B;#C/$% I#K (L B#=#A8C8= #=8 (FC#/$8;M H"8 9($C=(II8= 8ABI(>@ # @/$%I8 :#=/#FI8，#$; C"8
B=8@8$C8; 9($C=(I @9"8A8 /@ @’/C#FI8 L(= # 9I#@@ (L L=#9C/($#I)(=;8= 9"#(C/9 @>@C8A@M N$ #;;/C/($，C"8 @>$9"=($/J#C/($ /@ 8LL89C/:8 /$
C"8 B=8@8$98 (L $(/@8 M O’A8=/9#I @/A’I#C/($@ #=8 ’@8; C( :#I/;#C8 #$; ;8A($@C=#C8 C"8 8LL89C/:8$8@@ (L C"8 B=(B(@8; A8C"(;M

"#$%&’()：L=#9C/($#I)(=;8=，’$/L/8; 9"#(C/9 @>@C8A，#;#BC/:8 @>$9"=($/J#C/($
*+,,：3454

!0=(P89C @’BB(=C8; F> C"8 O#C’=#I .9/8$98 E(’$;#C/($ (L Q8F8/ 0=(:/$98（R=#$C O(M G-33D333+17）M

2 S)A#/I：>#$%@"/BTA#/I M "8F$’M 8;’M 9$

5537 物 理 学 报 4D卷


