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用两步法构建了一个与温度和压力相关的适用于金属材料的剪切模量本构模型，其中的第一步任务是求得沿

& +等温线上剪切模量随压力的变化规律，即求得 !! , !!（"，& +）的函数式 -第二步是从 & +等温线上某一给定 "
的 !值出发，求出沿等压线上剪切模量随温度 #变化的规律，从而最终求得剪切模量本构模型 ! , !（"，#）的具
体表达式 -在这两个阶段的研究中都利用了超声波测量和第一性原理计算方法的研究结果 -用铝为模型材料，对本
模型的合理性进行了检验 -结果表明，!的模型预测数据与试验测量及理论计算数据相比较，无论 !的演化是沿冲
击压缩轨迹、等熵压缩轨迹、等温压缩轨迹还是等压线轨迹，都能达到令人满意的程度，故可认为本模型具有良好

的普适性和合理性 -
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! > 引 言

为了正确描述材料在复杂加载条件下的弹塑性

响应特性和应力波的传播规律，需要研究具有普适

性的材料本构关系 -目前，在高温高压极端条件下比
较广泛采用的材料本构模型是 ?@748A7B9等人［!］提出
的本构关系，以下简称 ?CD模型 -其中，关于剪切模
量的本构关系是
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式中，!& 为材料在零压和 #&& +下的剪切模量，!F"，
!F#分别为该剪切模量对压力和温度的一阶导数值，

!为压缩比 -
?CD模型虽然目前得到了比较广泛的应用，但

人们也曾发现了其中的局限性 -例如，俞宇颖等［"，#］

在 IJ!"铝的冲击压缩实验研究中发现，高温高压
下的 ?CD 模型与实验结果有明显偏离 - KLB3MNOPMQ
等人［%］的研究发现，?CD模型预测值与 & +等温压
缩线的第一性原理计算结果不符合 -文献［"］提出用
去掉 ?CD表达式中!

!G#项的办法对 ?CD模型进行修

正，修正后的模型计算结果虽然与在冲击压力为

"&—!"& DR3范围内的实验结果比较接近，但与 & +
下的理论计算结果比较，其结果反而比原始的 ?CD
模型计算结果的偏差更大，如图 !所示 -此外，彭建
祥［/，(］，胡建波［’］等也针对 IJ!"铝在冲击状态的剪
切模量计算进行了研究 -

图 ! & +温度下 ?CD模型与理论计算结果的比较

除 ?CD模型外，RB7P@N8等人［*］提出的以密度和
温度为变量的计算模型也可用于对材料剪切模量的
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计算，其表达式为

!（!，"）! !（!，"）# $"
"

"%（!( )）， （&）
式中，!为材料的密度，"%（!）为相应密度下材料的
熔化温度，" 为材料常数但与密度有关 ’ 其后，
()*+,-./,0等人［1］利用 2*)345/43 常数计算公式和
65374%+33熔化定律对该模型进行了改造 ’但改造后
模型中需用的待定参数比较多，特别是其中还需要

计算材料在不同压力下的熔化温度，而高压下材料

熔化温度的精确计算本身又是件比较困难和复杂的

事，因此应用起来不是很方便 ’
基于以上的原因，本文提出了一个新的剪切模

量计算模型 ’该模型的构建基于如下两步走的思路 ’
#）用第一性原理计算或超声波测量方法研究 " 8下
不同压力处材料的剪切模量，即获得 " 8等温线上
剪切模量随压力变化的规律；&）研究从 " 8等温线
上某一点出发的等压线上的剪切模量随温度变化的

关系，其温度变化范围的上限到材料发生熔化相变

为止 ’以下将以 9:材料为例，构制出具体的材料本
构模型，并通过实例考查其实用性和合理性 ’

& ; 模型的构建

!"#" $ %等温压缩线上剪切模量随压力的变化

关于压力对剪切模量的影响，<=2模型是以线
性变化假设为基础的（见（#）式），然后顾及到
>?-%+/@A4*%5模型的高压极限关系人为添加了一个

#
#BC项，从而导致了模型预测值与 " 8等温线上剪切
模量的理论计算或试验测量结果不符合 ’ ()*+,-./,0
等人［D］对 <=2模型的压力作用项的不足作了专门
分析，并以他们提出的基于密度和温度的剪切模量

计算模型为依据，对 9:，9)和 EFG在 " 8或 C"" 8
等温条件下的剪切模量进行了计算，得出其剪切模

量都能用如下幂函数表示：

!（#）! !" # H $#( )# %， （C）

式中，!" 为材料在 " 8或 C"" 8以及零压下的剪切

模量，$# 和 % 为材料常数，具体数值随材料而异 ’

!"!" 不变压力下剪切模量随温度的变化

I*4/J-3等人［K］指出，在不变密度的情况下，材料
的剪切模量与温度服从线性关系（如（&）式所示）’
I*4/J-3等人［#"］的研究表明，如果把（&）式中的密度

换成压力，线性关系依然成立，即

!（#，"）! !（#，"）# $"
"

"%（#( )） ’ （D）

此外，L+7+:等人［##］利用超声波实验测量技术，在常
压条件下对多种材料从室温到熔点的温度范围内的

剪切模量进行了比较系统的研究 ’研究表明：在材料
进入熔化温度以前，剪切模量与温度之间有很好的

线性关系 ’值得着重说明的是，这种线性关系的温度
影响系数"是压力相关的 ’

!"&" 温度和压力相关的剪切模量计算模型

根据以上的讨论，任意压力 # 和温度 " 下的剪
切模量可以通过下式计算：

!（#，"）! !（#，"）H !M"（#）"， （N）
式中等号右端第一项为 " 8等温线上剪切模量随压
力的改变，第二项代表从该等温线上某一压力点 #
出发，保持压力不变条件下，当温度由 " 8增高到 "
时剪切模量的变化 ’把（C）式代入（N）式后得到本文
提出的高温高压下材料的剪切模量计算模型：

!（#，"）! !"（# H $##）% H !M "（#）" ’ （O）

C; 模型相关参数的确定

&"#" !，"#，$$ 的确定

原则上，%，$# 可根据等温压缩线上声速测量

结果或第一性原理计算结果得到 ’下面以 9:材料的
理论计算结果为例来介绍 ’

<53P,-等人［#&］采用电子结构理论计算了 " 8下
"—#""" 2I+压力范围内 9:的剪切模量 ’拟合后得
到如下幂函数表示式（见图 #）：

!（#）! CN;#（# H ";#"&#）";O1， （Q）
从中可得到 $# ! ";#"& 2I+$ #，% ! ";O1 ’
关于零温、零压下 !" 的确定本文做了如下考

虑：模型中的 !（ "）线性关系实际上忽略了材料在
零温附近的非线性本质，因此，用于模型计算的 !"

采取了根据零压下室温剪切模量外推的方法得到 ’
文献［#］给出了铝在室温的剪切模量为 &Q;O 2I+，根
据 L+7+:实验测量的零压下 9:的剪切模量随温度的
变化系数 !M"" ! ";"#ND 2I+8$#可得到 !" 为C&;& 2I+’

&"!" $’%（#）的确定

原则上，该系数也可根据任意高温条件下等压
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线上的声速测量结果或第一性原理计算数据确定 !
"#$%&等人［’(］利用第一性原理计算了 )* 在 ’+—
’’, -.$压力、’++—(+++ /温度交互作用下的剪切
模量 !根据其计算结果可得到不同压力下的 !0" 关
系如图 1所示 !不同压力下 !2" 随压力的变化关系
如图 (所示 !

图 1 根据文献［’(］得到的不同压力下的 !0"关系

图 ( 根据［’(］得到的不同压力下的 !2"

对 !2"0# 关系进行拟合，得到如下表达式：

!2" 3
!2"+

’ 4 +5++678# 9 +5++1:#1 ! （:）

考虑到目前含温度的第一性原理计算结果的精

度还不够高，本文将采用室温条件下的静高压实验

进行了测定 !将（:）式写成通式为

!2" 3
!2"+

’ 9 $# 9 %#1， （7）

式中，$，% 为常数 !综合（8），（7）式，选择零温、零压
为参考点，得到

! 3 !+ ’ 9 &#( )# ’ 9
!2"+
!+

"
（’ 9 $# 9 %#1[ ]），

（’+）

式中，!+ 为 )*在零温、零压下的剪切模量 !
将（’+）式变形得到

’ 9 $# 9 %#1 3
! ;

"+ "
! 4 !+ ’ 9 &#( )# ’ ! （’’）

因此，测得等温线上的剪切模量后，拟合即可确

定参数 $，% !本文实验在中国工程物理研究院流体
物理研究所完成 !实验装置如图 <所示 !声速测量采
用超声波脉冲反射法 !超声波探头频率为 ’+ =>?，
传压介质为 ’ @ (的甲醇和乙醇，缓冲杆材料为不锈
钢，样品腔的材料为紫铜 !样品尺寸为!8 AA B
, AA!

图 < 静高压实验装置

实验中同时记录了不同压力下横波和纵波在样

品中的传播时间 ! 样品密度随压力的变化利用
=CD%$&E$%状态方程进行了计算：

# 3
&+

&2+
"
"( )

+

&2+
4[ ]’ ， （’1）

式中，"+，"分别为材料在常温零压和相应压力下的
密度，&+ 3 68 -.$，&2+ 3 ,5(8［’<］!样品长度随压力的
变化采用如下公式进行修正［’,］：

(+
( 3 ’ 9 #

(&+
， （’(）

式中，(+，( 分别为零压状态以及受压状态下样品的
长度 !利用修正后的样品长度计算材料在不同压力
下的横波声速 ) F !剪切模量采用如下公式计算：

! 3")
1
F ! （’<）

表 ’ 静高压实验结果

静水压力;-.$ ’5,7 ’567 ’57: 15’: 15(8

横波速度;GA·H4 ’ (5(( (5<+ (5(8 (5(6 (5(7

剪切模量;-.$ (’5<7 (’5:, (151’ (156+ (157:
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静高压实验结果如表 !所示 "另外，本文还参考
了文献［!#］的静高压实验数据 "两组数据拟合得到
! $ % &’&&#() *+,% !，" $ &’&&&-#. *+,% - "拟合结果
如图 )所示 "至此可得到金属铝的剪切模量本构关
系式：

# $ [(-’- ! / &’!&-( )$ &’#0

% &’&&&1.1
! % &’&&#()$ / &’&&&-#.$- ]% " （!)）

图 ) 静高压实验数据拟合 !，"参数

图 # 计算模型在 & 2等温状态的比较

1’ 模型有效性的验证

!"#" 等温压缩状态

为了验证模型在等温状态的适应性，以 34 为
例，将模型计算结果与 56*模型和 5789:;等人［!-］在
& 2温度下的理论计算结果进行了比较，如图 # 所
示 "其中，56*模型分别用其原来的参数和本文（!)）

式求导得到的参数进行了计算 "模型中!的计算采
用了（!-）式的状态方程 "其中，零温、零压下的计算
参数为 && $ .0’1 *+,，&<& $ 1’1［!.］"

!"$" 冲击压缩状态

为了验证本文模型在预测冲击压缩状态下材料

剪切模量的实用性，将本模型计算结果与 3=,>［!?］，
@ABCDD8［!0］，俞宇颖［-］等人的冲击实验结果以及
56*模型进行了比较，如图 .所示 "

图 . 本文模型计算结果与冲击压缩实验测量结果的比较

计算中，冲击温度采用如下公式［-&］：

%E $ %& D
"&（!%

’
’&
）

/ D"&（!%
’
’&
） (-

&

(’

F!
!% ’

’&

&

#)-
! %#)

D%"& ) G) （!#）

式中，’ 为冲击压缩状态下的比容，%& 为初始温度，

’& 为初始状态的比容，"& 为室温零压下的格林爱

森系数，(’ 为定容比热，(& 和#为冲击波关系中的
常数 "模型中用到的参数如表 -所示 "

表 - 冲击压压缩计算中用到的常数

"& (& H:I·=% ! (’ HJ·:K·2% ! # #<&［!］ #<&" #&
［!］H*+,

-’!? )’(-? ?)& !’((? !’? -’-1 -.’#

"根据（!)）式计算得到，其他未标注来源的参数取自文献［-&］"

不难看出，本文模型计算结果与实验结果的符

合程度是令人满意的 " 还应该说明的是，在
L !-) *+,区计算结果与实验结果之后的差异是与
34进入液相的过程有关，但这已不属于本构模型的
研究范畴了 "

!"%" 等熵压缩状态

为了进一步验证模型的普适性，下面再把本文
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模型计算值与理想等熵压缩状态下剪切模量变化的

有限应变模型计算值进行了比较 !
等熵压缩条件下剪切模量 ! 的有限应变模型

计算公式如下［"#］：

! $ "!（# % " #）&’"， （#(）

# $ [#
"

$)( )$

"’*

+ ]# ， （#,）

"! $ !) % *%) !-) + &!( )) # % .
"

/ %"
) !0) % %-) +( )1 !-)

%( )
)

%
*&!)[ ]. #" !（#.）

等熵压缩状态的温度和等熵压力分别由以下两

式计算：

&’ $ &)·234 +!
$

$)

!
$ 5( )$ ， （")）

(’ $ *
" %)

$)( )$

(’*

+ $)( )$[ ]1’&

/ # + *
1 %-) +( )1 # + $)( )$[ ]{ }"’*

!（"#）

图 , 计算模型在等熵状态的比较

计算中的 !-) $ "6"7 89:+ #和 !0) $ + )6)(均由
本文提出的公式确定，比较结果如图 ,所示 !

& 6 结 论

通过本文的分析，主要得到如下认识和结论：

#6 通过对等温压缩线上剪切模量随压力变化、
等压线上剪切模量随温度的变化的实验及第一性原

理计算结果的综合分析，本文提出了一个新的适用

于高温高压条件下的金属材料剪切模量本构模型 !
模型构建时涉及的近似假设少，参数不多且易于

确定 !
" 6 以金属铝为例，文中给出了其剪切模量本构

关系的具体函数表达式 !对于 ;<而言，模型计算的
剪切模量数据与冲击压缩条件下的实验结果有良好

的符合程度，与等熵条件下广泛使用的有限应变模

型计算结果（因为目前人们还无法对理想等熵压缩

条件下的剪切模量进行直接测量）也有良好的一致

性，再考虑到本文模型中的参数大都基于等温过程

或等压过程的实验测量或第一性原理计算结果确定

的，因而应该认为本模型也适用于等压变化过程中

剪切模量变化规律的预测 !总之，可以认为，本文模
型对描述沿任一特定热力学状态变化（等温、等压、

等熵以及冲击压缩）路径上剪切模量的变化，表现具

有良好的普适性和合理性 !我们认为，原则上本模型
也适用于其他金属材料，这个问题值得进一步研究 !

* 6 应该说明，根据 =>?@判据，本构关系不能用
于对材料液相区力学行为的描述 !对于各种材料液
相区的划定，考虑到目前在理论和实验研究两个方

面都有具体的困难，这个问题应该通过专项的研究

课题解决，文献［#］中亦有过明确的说明 !

［#］ AB2C@D2?E F G，H>IJ?:@ A 8，8KC@:@ L M #.,) ) ! *++, ! (-./ ! !"

#1.,

［"］ NK N N "))7 (- ! 0 ! &-1/2/（LC:@O:@E，H;P9）（C@ HJC@2Q2）［俞

宇颖 "))7 博士论文（绵阳：国工程物理研究院研究生部）］

［*］ NK N N，R:@ S，F:C H F，HJ2@ F T，M:@E S U ")), *345 (-./ !

’26 ! !# "*&"（C@ HJC@2Q2）［俞宇颖、谭 华、戴成达、陈大年、

王焕然 ")), 物理学报 !# "*&"］

［1］ =K?:V>WQVO X，F2:@ X 9 "))& (-./ 718 ! = #" #,1##,

［&］ 92@E G Y，SK H L，XC N X，ZJ:@E X，GC@E [ \ ")), 9641:6542;65,

);<:65, ;# ";=1:6 (-./23/ = $$ ####

［7］ 92@E G Y，GC@E [ \，M:@E X X，XC F S "))& *345 (-./ ! ’26 ! !%

"#.1（C@ HJC@2Q2）［彭建祥、经福谦、王礼立、李大红 "))&物理

学报 !% "#.1］

［(］ SK G =，NK N N，F:C H F，R:@ S "))& *345 (-./ ! ’26 ! !% &(&)
（C@ HJC@2Q2）［胡建波、俞宇颖、戴诚达、谭 华 "))& 物理学报

!% &(&#

［,］ 9?2QB>@ F X，M:<<:I2 F H #.." ’;,2= ’4541 >;??<6 ! &" "((

［.］ =K?:V>WQVO X，8?22]] H M，9?2QB>@ F X "))* (-./ ! 718 ! = ’#

).1#)(

［#)］ 9?2QB>@ F X，R>@VQ F X "))* ) ! *++, ! (-./ ! () "##
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