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采用 )*+,+软件计算了二维半柔性网络的剪切变形，得到了纤维绕交点可自由旋转和不可自由旋转的剪切模
量 ! -./和 ! -011，分析了纤维交点数、长度、纤维力学参数对半柔性网络剪切模量的影响，对比发现 ! -./ 2! -011存在极小

值，!-./ 2!-011"!3$45
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! 3 引 言

复杂网络在自然界中广泛存在，大多数由随机

分布的纤维单元相互连接而成，比如掺混在混凝土

中起增强作用的钢纤维网络，人工合成纤维网络，以

及微丝、微管和中间纤维组成的细胞骨架等等［!］5其
中钢纤维不易于发生弯曲和拉伸，网络呈现刚性，在

外应力作用下一般只发生仿射变形；人工合成纤维

在交点处易于旋转和平移，网络对外应力响应是各

向同性的，属于柔性网络 5在自然界中更常见的网络
是半柔性网络，比如细胞骨架网络，它是贯穿细胞膜

的复杂三维网络，是自主装配的动态结构 5它既有足
够高的强度来保护细胞，又有一定的柔性使得细胞

核在外界刺激下易于变形和运动，试验检测发现半

柔性网络具有对外界微小作用的敏感性和非线性响

应等基本性质［#］5柔性网络和半柔性网络对外应力
响应特性差别的原因在于，前者的能量变化取决于

纤维交点间连接的构象数量的增加或减少，此时交

点间距离 " > 是表示网络能量的唯一参数；而后者的
能量取决于单条纤维的拉伸压缩或弯曲以及纤维间

的关联程度［’］5
刚性网络和柔性网络的力学特性易于理论分

析，而半柔性网络力学特性分析却十分困难 5我们认
为，半柔性网络涉及多尺度结构，包括网络大小 #，

纤维长度 $，" > 以及纤维半径 "G等 &个尺度，尺度间
关联就成为分析半柔性网络力学性能的关键 5在回
答“应力或应变是如何在半柔性网络上传播的？”这

一问题时，既要考虑每条纤维的拉伸和弯曲，又要考

虑纤维间连接方式以及纤维在整个空间的分布 5通
常采用的晶格结构或 H;I<1I树图结构，形变模式也
局限于仿射形变或者弯曲形变，显然过于简化 5

J1;F等人［&—(］分析了准静态半柔性微丝网络
的剪切变形和模量 5基于细胞骨架的结构特征，他们
认为当两条微丝纤维相交时，不能发生相对滑动，因

此交点为永久连接；当施加微小应变时，微丝纤维绕

交点发生自由旋转，采用共轭梯度方法求解整个网

络哈密顿能量的极小值，得到稳定的网络形态，进而

计算得到网络的剪切模量 ! 5他们发现 " >、纤维弯曲
刚度和拉伸刚度等不同时，剪切模量变化近十倍 5他

们提出了非仿射长度!的重要概念，! K " >
" >
"( )
G

!2’

，

采用 $与!之比
$
! K $

" >
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，标度准静态半柔性

网络的 ! 5指数为自由参数，他们经验性地取为 !2’
时，可以较好的标度 ! 5我们分析认为 "G 2 " > 表征了

相邻交点间线段 " > 的压缩刚度和弯曲刚度的比值，

$ 2 " > 是微丝 L上的交点数目，而〈 " >〉K!2"，"是纤

维数密度"K %$
##，显然 $ 2!考虑了微丝纤维网络的
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四个尺度结构 ! ! "!越大，纤维上发生非仿射（亦即
发生弯曲）的长度就越大，纤维越“软”，反之亦然 !
纤维间的连接方式多样，有时纤维绕交点可自

由旋转，有时纤维绕交点不可自由旋转 !而 #$%& 等
人［’—(］仅考虑了微丝纤维可绕交点自由旋转时的半

柔性网络的力学性能，因此有必要考察纤维绕交点

不可自由旋转的纤维网络力学性能，并与纤维绕交

点可自由旋转的网络力学性能进行对比 !本文以微
丝网络为例，构建了二维半柔性网络力学模型，分别

考虑了纤维绕交点可自由旋转和不可自由旋转的两

种情况，采用有限元软件 )*+,+ 进行求解，得到了
小变形时两类网络的剪切模量 !这些结果对理解颗
粒体系力链网络结构的力学性质也有指导意义［-，.］!

/ 0 二维半柔性网络

在本工作中，" 条长度 !、半径 # 的纤维在$ 1
$的正方形区域内生成，其位置和方向均随机分
布，如图 2（%）所示 !纤维间的交点为永久性连接，亦
即纤维沿着交点不可相对滑动，否则会造成细胞的

结构破坏和功能丧失 !两纤维绕交点可自由旋转，在
)*+,+中只需耦合两纤维交点处的两个自由度来
实现，即每根纤维上交点处的｛%，&｝坐标值相同，此
时纤维绕交点的旋转不消耗能量；如果两纤维绕交

点不能自由旋转，则需耦合两纤维交点处的三个自

由度来实现，即每根纤维上交点处的的｛%，&，’｝坐
标值均相同 !正方形区域的左右边界采用周期性边
界条件，在上边界施加 304"的水平位移，在下边界
施加 5 304"的水平位移，在网络上产生的简单剪切
（6789:$ 6;$%<）应变为# =""$，此时纤维发生拉伸
和弯曲并通过交点相互牵连 !本工作仅考虑准静态
和小变形的情况，取# = 3033/，忽略在剪切形变过
程中纤维间新形成的交点 !我们采用 )*+,+ 有限元
软件计算纤维达到力平衡时的形态，此时整个网络

的哈密顿能量必然处于极小值，与 #$%& 等人［4］通过
求解哈密顿能量极小值，进而得到稳定网络形态的

思想一致 !图 2（>）是纤维绕交点可以自由旋转时微
丝网络的剪切形变，其中单条纤维的杨氏模量 & 等
参数的数值取细胞微丝的相应数值，& = 23? *"8/，

$ = 4!8，! = /!8，泊松比$ = 304 ! (> = %!& =

)&!*&"304+，%和&分别为纤维弯曲系数和拉伸系

数，% = )&，& = *&，) 是截面的惯性矩，* 是截面
积，+ 是纤维半径 !通过改变 + 得到不同的 ! "!!
除交点外，)*+,+把纤维自动划分成若干点，从

而获得高精度的数值，然后计算每点达到力平衡时的

位置 !从图 2（>）中可以清晰地看到纤维上各点的弯曲
和拉伸情况，箭头指向达到平衡时的位置，长短表示

位移大小 !注意到，网络中间区域的纤维发生了旋转 !

图 2 纤维绕交点可自由旋转时，二维半柔性网络发生的剪切形变（其中# = 3033/，!" (@ = 2403，!= 30’.A）（%）

网络的初始分布；（>）纤维上各点的位移

当网络发生#的剪切形变时，纤维 , 发生弯曲
和拉伸（或压缩），其哈密顿能量为

-, = -,，. B -,，/， （2）

其中 -,，.为弯曲能量-,，. = 2
/%#& 0（

"

/1）/，-,，/ 为

拉伸能量-,，/ = 2
/&#& 0 & (（ 0）

&( )0
/

；1（ 0）是纤维的
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横向位移，!（ "）是纵向位移，如图 !所示 "

图 ! 单条纤维的拉伸变形和弯曲变形示意图

图 #对应着图 $（%）变形网络中各纤维的哈密
顿能量分布，可以看出能量大小差异较大，其中浅灰

图 # 二维半柔性网络剪切形变时纤维的哈密顿能量分布，其中

纤维绕交点可自由旋转（见图 $（%）的变形）

色线对应的能量范围为［&，’ ( $&) $! *］，深灰色线对
应的能量范围为（’ ( $&) $! *，$!& ( $&) $! *］，黑色线
对应的能量范围为（$!& ( $&) $! *，!’&& ( $&) $! *］"高
哈密顿能量的纤维基本沿着剪切方向分布，主要是

因为沿着这一方向发生了较大的拉伸形变，

见图 $（%）"
纤维网络体系的哈密顿能量和剪切模量分别为

#+ , !
$

% , $
#%；& ,

!#+

’!!! " （!）

若纤维只发生拉伸或压缩形变，则网络发生仿射形

变（-../01），剪切模量的理论解为

&-../01 , !$2
"
(

(
! 3

4 !
! 3
( )( )# "

当纤维同时发生拉伸或压缩和弯曲时，半柔性网络

的剪切模量只能通过数值求得 "

# 5 剪切模量的对比

图 6是图 $（%）的局部放大，从中可以看出纤维
绕交点可自由旋转和不可自由旋转两种情况的细微

变形差异 "如纤维绕交点可自由旋转，纤维在交点处
的旋转不消耗能量，因此纤维更易于发生拉伸或压

缩；如纤维绕交点不可自由旋转时，则纤维更易于弯

曲 "这样，对整体的力学性能必然较大影响 "

图 6 局部放大的纤维位移情况（其中!, &5&&!，(7 !3 , $85&，", &56’#）（-）纤维绕交点可自由

旋转；（%）纤维绕交点不可自由旋转

9:-;<:;=/ 等人［#］的试验检测中显示了微丝半
柔性网络中的细微变形，以及对网络整体能量和弹

性模量的重要影响，这一点可以从图 8可以看出 "
从图 8 可以看出，对某一 ( 7 ! 3，纤维绕交点可

以自由旋转情况下的拉伸能量与总能量之比较大，

说明纤维绕交点自由旋转所引起的弯曲形变比不可

自由旋转时的要小；随着 ( 7 ! 3 的增加，两种情况下
的拉伸能量占总能量的比例越来越大，这说明在稠

密的纤维网络中纤维形变以拉伸为主 "
图 2 是不同 ( 7 ! 3时，& 7&-../01随 ( 7#的变化 "可

$882>期 孙其诚等：半柔性网络剪切模量的计算



图 ! 网络体系拉伸（压缩）能量与总哈密顿能量的比值

!
!

" " #
#"，$ #$ 随 %% && 的变化（其中 ’ " #’(，"和#分别表示纤维

绕交点可以自由旋转和不可自由旋转的情况）

以看出，当!$［))，!)］时，采用 % %!可以很好的标
度( %(*++,-.，对于纤维绕交点可自由旋转和不可自由

旋转均适合，其中纤维绕交点可自由旋转与文献［!］
得到的结果一致 /从理论上说，当 ( %(*++,-.%# 时才
为严格的仿射应变，但是从图 ( 中我们发现当 % %!
0 1时，( %(*++,-.变化缓慢，且已经接近于 # /所以在
本文中，我们定义当 % %!0 1时，该半柔性网络发生
仿射应变，内部纤维以发生拉伸或压缩为主，而当

% %!2 1时发生非仿射应变，内部纤维以发生弯曲形
变为主 /
内插图中的两曲线是纤维绕交点可自由旋转

时，% % & & " ## 和 % % & & " 1) 时 ( %(*++,-. /当 % % & & 较小
时，如 % % & & " ##，交点间的平均距离 & & 较大，易于弯
曲、而不易拉伸和压缩，无法发生仿射形变，所以 ( %
(*++,-.最大只能达到 3’) /当 % % & & 很大时，如 % % & & " 1)
时，交点间距离非常小，不易弯曲而易于拉伸，则网

络易于发生仿射形变，( %(*++,-.的增加速率较大，因

而很快趋近于 # /
图 4是纤维绕交点不可自由旋转时的网络剪切

模量 ( +,5与纤维绕交点可自由旋转时的网络剪切模

量 ( +6..之比，发现 ( +,5恒大于 ( +6..，对于这一点不难

理解：对于相同的剪切形变，当纤维绕交点不可自由

旋转时，需要额外的能量（或外力）来克服交点的约

束，因此 ( +,5较大 /但是在 % %!&1 时，( +,5 %( +6..达到

一极小值，( +,5 %( +6..&#’3! /我们的初步分析如下：当
% %!2 1时，网络处于非仿射区，( +,5 %( +6..随着 % %!的
增加而减小，此时纤维较“软”，单条纤维上大部分长

图 ( 不同 %% &&时，(%(*++,-.随 %%!的变化（内插图中的两曲线是

纤维绕交点可自由旋转时，%% && " ##和 1) 时 (%(*++,-. /#和"表

示 %% && " ))，’和(表示 %% &) " 7)，)和*表示 %% && " 8)，+和,
表示 %% && " !) /实心符号表示纤维绕交点可自由旋转的情况，空

心符号为纤维绕交点不可自由旋转的情况）

度都易于弯曲变形，交点对纤维的变形影响较小，因

此同一 % % & & 的 ( +,5与 ( +6..重叠在一起 /但是随着 % %

!的增加，亦即纤维上可发生弯曲的份额减小，而较
易于发生拉伸或压缩 /
当 % %! 0 1 时，网络处于仿射区，( +,5 %( +6..随着

% %!的增加而增加；此时纤维较“硬”，单条纤维上大
部分长度主要发生拉伸或压缩 /当 % % & & 较小时，纤
维上交点的距离较大，相对于纤维绕交点不可自由

旋转的情况，绕交点可自由旋转的纤维具有较大的

发生弯曲变形的趋势，因此对于同一 % %!，% % & & 越小
( +,5 %( +6..的增加就越快 /但是目前，我们尚无法理解
为何在 % %!&1时，( +,5 %( +6..达到一极小值，这也是我

们下一步工作中着重开展的工作之一 /

图 4 不同 %% && 时，( +,5 %( +6..随 %%!的变化

)!!( 物 理 学 报 !1卷



!" 结 论

半柔性网络的复杂结构与其力学性能，如剪切

模量等，是复杂网络动力学研究的核心命题，它涉及

多个尺度结构，因此尺度间的关联就成为分析半柔

性网络力学性能的突破点 # $%&’ 等人提出的非仿射
长度!的概念，以及基于纤维长度 ! 与!的比值对

剪切模量的标度很好的体现了半柔性网络多尺度结

构特征 #本文采用 ()*+*软件得到的纤维绕交点可
自由旋转和不可自由旋转两种情况的剪切模量都可

以采用 ! ,!予以很好的标度，同时得到了 " -./ ," -0%%

随 ! ,!的变化的新规律，发现 ! ,!!1 时，" -./ ," -0%%

达到一极小值，" -./ ," -0%%!2"34 #目前我们尚不能对

这一规律做理论上的分析 #
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