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用离散元的方法模拟了仅有重力作用的二维颗粒系统内部力的分布情况，并根据力的大小得到颗粒之间的应

力链 )模拟结果与颗粒介质研究中的两个著名模型 ! 模型和!模型作了对比，并与光弹实验的结果作了比较 )对比
结果表明，模拟结果与实验相似，而与两个概率模型有一定的差异 )另外计算结果还表明，颗粒介质中力大小的概
率分布极为不均匀，较大的力概率呈指数衰减，应力链的分布具有分形特征 )
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! < 引 言

颗粒介质无处不在，它有着不同于一般常态介

质（固体、液体、气体）的性质，它的认识水平对于土

木工程、采矿、化工、制药、环境变化等方面有着重要

的意义，近年来越来越多地受到各国学者的重

视［!，#］)我国学者在这一研究领域也作了一些很好的
工作［(—%］，但总得来说，颗粒介质在我国的研究还处

于起步阶段 )颗粒介质的研究，一般以实验和数值模
拟为主，理论研究相对滞后 )目前，无论是静力学还
是动力学方面，还没有任何一个理论和模型能够完

善地 解 释 颗 粒 系 统 中 的 各 种 特 性 ) !%%$ 年
=>??9@5-/63等［!&］将应力看作标量，引进一个在 &到
!之间分布的随机数 !，建立了一个应力的随机扩
散模型——— ! 模型；!%%A年 B>2>0.@［!!］在 ! 模型的基
础上发展出了!模型，这是静力学中研究应力链的
两个著名模型 )这两个模型能很好地解释粒子间力
的概率分布，但是其与光弹实验结果都不能很好符

合 )因此，颗粒介质现阶段的研究主要是以实验和数
值模拟积累资料，为理论研究做铺垫 )颗粒介质之间
应力的实验研究，二维颗粒介质以光弹实验为主，三

维以碳纸技术为主，数值模拟则大多采用离散元的

方法 )

离散单元法（:/52@969 909-9;6 -963>:，C+D）的思
想源于较早出现的分子动力学（->09280.@ :1;.-/25）)
离散单元法在岩土、矿冶、农业、食品、化工、制药和

环境等领域有着广泛地应用，可以模拟分选、凝聚、

混合、装填、压制、推铲、储运、粉碎、爆破、流态化等

过程 )本文就是利用离散元的方法模拟了仅有重力
作用时，二维颗粒系统中应力及应力链的分布情况 )
这对于岩土工程及纳米晶体在重力作用下的自生长

等都有一定的意义 )例如土壤就是由土颗粒和水组
成，而碎石地基在工程中普遍使用，对它们的深入研

究，很大程度上就依赖于颗粒介质研究水平的提高 )

# < 离散单元法的原理［!#—!*］

离散元方法的计算迭代过程如图 ! )首先由外
边界条件决定粒子所受外力，然后根据粒子的位置

关系确定粒子间的相互作用，最后求出粒子所受的

合力，根据这个合力求出粒子的加速度和速度，进而

求出各个粒子的新位移 )返回第一步再通过新位置
求粒子所受外力及粒子间的相互作用，如此循环往

复，直到规定的收敛准则 )收敛准则的确定是通过检
查系统的能量情况判断，当粒子的总能量小于某一

值时，我们就认为系统达到稳定平衡，停止循环

计算 )
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图 ! 计算过程迭代图

离散元方法的计算核心是牛顿第二运动定律：

! " !"， （!）

图 # 粒子作用示意图

式中 ! 是粒子受的合力，包括自身的重力、外力及
与其接触的粒子给它的法向力和切向力；! 是粒子
的质量；" 是加速度 $重力作用于粒子的中心，而接
触力则作用于粒子间的接触点（如图 %）$其中粒子
间的相互作用是离散元的重点和难点，因此，下面予

以详细介绍 $材料本构模型是颗粒理论研究的关键 $
一般侧重于工程及算法本身研究的计算选用的材料

模型比较复杂，如考虑塑性和黏性，而侧重于颗粒介

质本身的基本性质研究则多采用比较简单的线弹性

模型 $由于本研究中的样本粒子受力很小，材料处于
线弹性范围之内，因此，材料本构选用了比较简单的

线弹性模型 $本文的模拟仅考虑圆形干颗粒堆二维
的情况 $

!"#" 法向力的确定

假定粒子都是圆形的 $当两个粒子接触时，由于
粒子本身的刚度，相互之间就会产生排斥力 !，见
图 #（&）$求 ! 最简单的模型是线性弹簧模型，设粒
子的刚度系数为 " $则粒子 # 对粒子 $ 的力为

!’，$# " "#$#
%$ ( %#

&$#
)( )! ， （%）

式中，%$，%# 分别为粒子 $ 和粒子 # 的半径 $ &$# " &#$ "

图 % 粒子受力示意图（!’，! * 分别为法向力和切向力）

## ) #$ " #$# ，#$ 和 ## 分别是粒子质心的位置向
量 $ #$#是两个粒子的质心向量差 $位置关系见图 #
（+）$
引入公式

! " %$ ( %# ) &$#， （#）
则

!’ " ) "!， （,）
式中负号是因为力的方向与!增大的方向相反 $对
于颗粒系统来说，!’ 为内力，是成对出现的，分别指

向二个接触圆片的质心 $通常情况下，由于粒子之间
的相互作用是非弹性的，能量并不守恒，因此要在上
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式加一项阻尼项用来修正，

!! " # !! # "!
·

（$）

式中 " 为阻尼系数，!
·
是粒子间法向的相对速度 %负

号表示阻尼力总是与相对运动的趋势相反 % " 的大
小根据文献［&’］，可以推导得出

" " (# !) *!"
!( +（*!"）! (

， （,）

式中!) 为弹簧的固有频率，可以由刚度和质量求

出 %而"为回弹系数，可以由实验或经验得到 %

!"!" 切向力

! -，$% " ./! !"01-，$%，# !! # -，[ ]$% ， （2）
其中，"01-，$%为粒子间的相对位移，"01-，$% " $ -，$% & %其中 &
为接触时间，$ -，$%切向相对速度 %
当两个粒子接触时，粒子 $ 在接触点处的切向

速度为

$ -，$ " "$ 3 "$，45! +｛$$·（ % 3 #$）｝（ % 3 #$），

（6）
粒子 % 在接触点处的切向速度为

$ -，% " "% 3 "%，45! +｛$%·（ % 3 #%）｝（ % 3 #%），

（7）
接触点处粒子 % 对粒子 $ 的切向相对速度为

$ -，$% " $ -，% # $ -，$， （&)）
式中，$$，"$ 和 $%，"% 分别为粒子 $ 和粒子 % 的速度
和角速度 % "45!是质心到接触点的向量，# 是与 "45!平
行的单位向量，% 是角速度逆时针旋转时的方向矢
量，正方向垂直指向纸外 %几何位置见图 ’ %

图 ’ 粒子切向力示意图

89 物理模型

我们用两种尺寸的混合粒子模拟二维颗粒系统

在只有重力作用时应力链分布情况 %这两种颗粒的
直径分别为 &6 .. 和 &, ..，颗粒的总数为 8,))
个，大颗粒所占的比例为 ($:，小颗粒所占的比例
为 2$: %首先让粒子整齐的排列在一个二维空间，
粒子之间有一定的空隙，左右的边界和底部分别用

挡板固定，颗粒的初始排列见图 $ %不同粒径的颗粒
随机分布在空间，每个粒子给一个初速度，其大小为

)到 &的随机分布，方向也是随机分布 %然后在外力
只有重力的条件下让颗粒在相互的作用过程中沉

积 %颗粒碰到边界时受边界给它的法向弹性力和与
颗粒切向运动趋势相反的摩擦力 %模拟过程中，既考
虑颗粒平动又考虑颗粒旋转产生的阻尼力 %计算参
数见表 & %

图 $ 颗粒初始排列图

表 & 计算参数

粒子间的法向弹簧系数 !! ;（<;.） &)2

粒子间的切向弹簧系数 ! - ;（<;.） ,9, 3 &),

粒子和墙的法向弹簧系数 !=;（<;.） &)2

粒子间的摩擦系数 )98

粒子和墙之间的摩擦系数 )98

粒子的密度;（>?;.8） &&6)

法向阻尼系数 )9&$—)9(

切向阻尼系数 )9&$—)9(

平动全局阻尼系数 )9(

转动全局阻尼系数 ( 3 &) # $

时间步长;@ $ 3 &) # ,

’ 9 计算结果

图 ,为 8)万个时间步长后颗粒的排列图，而图
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!则为颗粒之间的应力链，线条的粗细代表粒子间
力的大小 "图 #是相同边界条件下，理论模型和光弹
实验得到的结果 "图 #（$）是 %&’’()*+,-.的 ! 模型模
拟应力链的结果，图 #（/）是 0&1&2$)的!模型模拟应
力链的结果，图 #（1）是 3(.),45()研究小组［67］用光弹
实验得到的结果 " ! 模型模拟时只考虑了竖向力，每
个粒子对下层接触粒子的力是一个不确定的概率

值，由概率模型控制 "而!模型是对 ! 模型的补充，

在这个模型中考虑了水平方向的力传递 "这两种模
型都是数学的概率模型 "图 !与图 #相比较发现，我
们的模拟结果与实验结果比较符合 "而数学的理论
模型和我们的结果及实验结果都有一定的差异，说

明两个模型还不能很好地解释在此条件下颗粒之间

的相互作用 "分析其原因是由于其传递系数是确定
值，并且没有考虑粒子大小、转动及位置的影响，而

数值模拟则考虑了以上颗粒问题的主要影响因素 "

图 8 沉积后的粒子排列图 图 ! 颗粒间力的网络图

图 # !模型、!模型及光弹试验得到的力的网络图 （$）!模型；（/）!模型；（1）3(.),45()光弹试验结果
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图 ! 是颗粒间力的分布情况 "颗粒间的力既
包括法向作用力又包括切向作用力，是它们的合

力 "从图中可以看到，粒子之间数值大的力的概率
是成指数衰减的 "另外，从图 !（#）可以看到，颗粒底

部的受力很不均匀，比较大的力和比较小的力

集中在几个点上，而其他的点的力随机分布在一个

值附近，力的最大值和最小值相差非常大，这是一种

“拱效应”"

图 ! 力的分布图 （$）力的概率分布；（%）力概率分布的半对数坐标；（#）底部力的分布图

&’ 结 论

本研究通过离散元模拟了重力作用下的二维颗

粒系统内部应力链的分布情况 "根据计算得到的应
力链，与颗粒介质研究中的两个著名数学模型 ! 模
型和!模型作了对比，并与光弹实验的结果作了比
较 "结果表明，我们的数值模拟结果与实验结果更接
近 "而两种理论模型则与模拟结果和实验结果都有

一定的差异，说明两个模型还不能很好的解释在此

条件下颗粒之间的相互作用，这主要是由于模型受

其本身的传递系数和不能考虑系统均匀性限制 "计
算结果还表明，颗粒介质中的力概率分布极为不均

匀，较大的力概率呈指数衰减，而力链的分布具有分

形特征 "另外，在图 (中，还可以发现粒子的沉积过
程中形成了许多空隙，湿陷性黄土的形成可能与此

物理过程有关 "
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