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研究了由白交叉相关的两色噪声所驱动的线性振子的扩散，其中一个噪声受偏置的周期信号所调制 (揭示了
乘性色噪声的自关联时间!& 和加性色噪声的自关联时间!$ 对 !)"，!)#及 !)"曲线的影响，其中 !，"，# 和"分

别为振子的扩散系数、受信号调制的噪声强度、未受调制的噪声强度和信号的频率 (发现 !)" 和 !)# 曲线均存在一
个极小值，而 !)"曲线则在" *!"处呈现极大值，!"为振子频率 (推导了使扩散系数 ! * #的条件 (
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动力学系统在考虑了噪声的影响后，变成随机

动力学系统 (由于确认了噪声具有建设性作用的一
面［&，$］，近年来随机动力学的研究迅速发展［"—$&］(随
机动力学研究的内容可从两个方面来概述 (一方面
是研究引入噪声的途经和开发新型噪声；另一方面

是对各学科的随机动力学系统的统计性质进行具体

研究 (
早期，引入到动力学方程中的噪声是以加性形

式出现 (随着研究的深入，例如由于研究染料激光反
常统计性质的需要，人们通过参数涨落的途经引入

了乘性噪声［.］(有的系统会同时受加性噪声和乘性
噪声的作用 (例如在研究染料激光的瞬态过程时，激
光动力学方程中必须同时考虑乘性噪声和加性噪

声 (这是由于在激光场建立的初始阶段，加性噪声起
决定性作用 (而在场充分强时乘性噪声起决定性作
用 (在这中间两者同时起作用［/］(此外，由于在许多
系统中加性噪声和乘性噪声来自同一噪声源，因此

就要考虑两噪声的相关性 (又例如激光系统中量子
噪声的实部和虚部也出自同一噪声源，有必要考虑

它们之间的相关性［+］(在光通讯中往往要考虑噪声
受信号的调制 (特别近几年来，除了考虑噪声受周期
信号的调制外，还考虑受偏置信号的调制［%，&!］(最近

0122341等在研究双稳系统的随机共振时，引入了噪

声互关联程度#受时间周期调制［&/］(我们将此调制
引入到激光系统，研究了这一调制对激光随机共振

的影响［&$］(
对随机系统统计性质的研究，首先就是计算系

统的概率分布，它是研究其他统计性质的基础 (再就
是计算和实验联系紧密的统计量，如方差，相对涨落

及关联函数 (另一个重要方面是计算反映瞬态性质
的首通时间，这方面发表了许多论文 (
由噪声驱动的线性振子是一个基本的随机动力

学系统，近年来研究者做了许多工作［$$—$.］(研究的
内容，一方面是由双态噪声或 5)6噪声驱动的线性
振子的随机共振［$$，$!］；另一方面是由高斯白噪声驱

动的过阻尼振子及具有惯性项的线性振子的随机共

振［$"］($##/年 783等研究了线性振子扩散的信号调
制效应和噪声交叉关联效应［$.］(发现，噪声受信号
调制对振子扩散产生的效应是当信号频率等于振子

的频率时扩散系数呈现极大值，而信号频率高于振

子频率会导致扩散的抑制 (噪声间交叉关联所引起
的效应是扩散系数随噪声强度的变化会出现极

小值 (
本文所讨论的系统是如下两个色噪声驱动的振

子：受信号调制的色噪声$（ $）（自关联时间为!& ）

和加性噪声%（ $）（自关联时间为!$ ），而两噪声间

的互关联时间为零（白交叉关联）［&+］(本文研究的内
容是：在这个新的条件下，振子的扩散系数是否具有

文献［$.］所揭示的特点；噪声$（ $）的自关联时间
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!!及噪声"（ !）的自关联时间!"对扩散系数各起到

什么作用 #

" $ 模型及扩散系数

本文研究的线性振子受两个自关联时间不同的

色噪声#（ !）和"（ !）所驱动，其中噪声#（ !）受偏置
的周期信号所调制，相应的朗之万方程为

"% & ’!$" " (（ # ( $)*+（$!））#（ !）("（ !），（!）
式中 $)*+（$,）为周期信号，# 为偏置量 #相互关联
的两 -./噪声#（ !）及"（ !）的统计性质如下：
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%为交叉关联系数，’ !#%# ! #
以上各式的特点是两噪声为自关联时间不同的

噪声，但它们之间的互关联为白相关，即&函数型
的相关［!8］#
振子扩散系数的定义式为
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可见要计算扩散系数 ’，关键就是要算出
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为此要求出方程（!）的解
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从而可计算出 "（ !）的平方平均值
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由（=）式和（8）式可求出扩散系数 ’ ，计算十分

冗长，我们只写出最后结果
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5$ 关于（C）式几个特例的讨论

!）当 # & 0及 & & 0，即调制噪声#（ !）的信号
没有偏置，而加性噪声为零时，（C）式简化为

’ & $" %"
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从（!0）式可看出：在$ D!$区域，信号频率高，

振子扩散系数变小，当$$ <，’ & 0#
"）当 #& 0，%& 0时，即使增大信号频率$，$

$ <，’ 也不会为零 #
5）从（C）式可以看出，即使偏置信号及噪声间

交叉关联均为零，’ 也不会为零 #
6）$ & 0，（C）式变为
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从（!!）式可以看出，只有当噪声交叉关联系数

%和偏置量 #的符号相反，才有可能出现 ’ & 0的情
况 #下面设% & ’ !，# D 0，则从（!!）式可知当两噪声
比值满足等式
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时，扩散系数 ’ & 0#当#（ !）和"（ !）为白交叉相关

的白噪声!! &!" & 0时，上面的条件简化为 %"& &

!
# ，即当噪声比值

%
& 的开方为

!
# 时，’ & 0 #

综上所述，与文献［"=］比较，噪声调制效应和噪
声间关联效应在各噪声自关联时间和互关联时间互

不相等的情况下仍会出现 #
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!" 噪声!（ !）及"（ !）的自关联时间##，

#$ 对振子扩散系数的影响

下面分别讨论##，#$ 对 "%# 曲线，"%$ 曲线，
"%$曲线的影响 %

!"#" 以!#，!$ 为参数的 !%" 曲线

图 #绘出以## 为参数的 "%#曲线 &可以看出曲
线有一极小值，随着## 的增大极小值变深，且极小

值位置向右移动 &

图 # 扩散系数 "作为噪声强度 # 的函数曲线（各参数的取值

为#$ ’ (")，$ ’ $，& ’ *，%’ + ("($，!$ ’ (",，$ ’ ,，’ ’ #(）

图 $是以#$ 为参数的 "%#曲线 &该曲线也具有
一个极小值 &随着#$ 的增大整条曲线下移，且极值

位置不变 &但 # ’ (时，不同#$ 的值对应不同的 "
值 &#$ 小对应 " 值大 &

图 $ 扩散系数 "作为噪声强度 # 的函数曲线（各参数的取值

为## ’ #(，$ ’ $，& ’ *，%’ + ("($，!$ ’ (",，$ ’ ,，’ ’ #(）

!"$" 以!#，!$ 为参数的 !%# 曲线

以##为参数的 "%$曲线绘于图 * &可以看出，曲
线存在一极小值 &随着## 的增大曲线极值变低，但

极值位置不变 &当 $ ’ (时，随着## 增加扩散系数

变小 &

图 * 扩散系数 " 作为噪声强度 $ 的函数曲线（各参数的取值

为#$ ’ -，# ’ #，& ’ #，%’ + ("#，!$ ’ (",，$ ’ ,，’ ’ -）

以#$ 为参数的 "%$ 曲线如图 !所示 &图 !显示
随着#$ 的增大，极小值变深，极值位置向右移动 &

图 ! 扩散系数 " 作为噪声强度 $ 的函数曲线（各参数的取值

为## ’ ("$，# ’ #，& ’ #，%’ + ("#，!$ ’ (",，$ ’ ,，’ ’ -）

!"&" 以!#，!$ 为参数的 !%" 曲线

以## 为参数的 "%$曲线如图 .所示 &从图中可以
看出，曲线出现一个极大值，极大值出现在$ ’!$处 &
随着## 的减小，极大值变平，峰的位置向左移动 &若继
续增大## 值，极大值消失，变为单调减少曲线 &
以#$ 为参数的 "%$曲线如图 -所示 &曲线也出

现一个极大值，但极值位置不随#$ 变化 &值得指出：
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图 ! 扩散系数 !作为信号频率!的函数曲线（各参数的取值
为"" # $，" # %，# # %，## & ’(%，!! # )，$ # "(!，% # $）

图 $ 扩散系数 !作为信号频率!的函数曲线（各参数的取值为"%

# ’("，" # %，# # %，# # & ’(%，!! # )，$ # "(!，% # $）

随着"" 值的减小，峰变高 *但当"" 值减小到一定程

度，曲线不再变化 *随着"" 值的增大，峰变低，但当

"" 值增大到一定程度，曲线也不再变化 *

! ( 结 论

%( 就其对线性振子扩散系数的影响来说，"%和

"" 有很大的差别，这可以从 !+" 曲线、!+$ 曲线和
!+!曲线看出 *这种差别反映了噪声偏置信号调制
效应 *其中值得指出的是"%，"" 对 !+!曲线的影响

有定性的差异，随着"% 的变化，!+!曲线会出现两
种不同的“相”，即具有一个极大值的曲线和单调减

小的曲线 *而"" 对 !+!曲线的影响则很不一样，当

"" 值变到很大或很小时（从"" # ’到"" " , ），曲
线始终具有一个极大值 *

" ( 零扩散（ ! # ’）的存在，体现了噪声间的交
叉关联效应 *当# # ’时，不论从（-）式或更特殊的
（%%）式，都可以看到所有的项的符号均为正，!不可
能为零 *只有## ’且其符号与偏置量 # 符号相反
时，才有可能使 ! # ’ *
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