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　 　 采用了一个简单而有效的技巧，研究了一类非线性扰动色散方程． 首先引入求解相应典型方程的孤立波解．
然后利用同伦映射方法得到了原非线性扰动色散方程奇异孤立波的近似解．
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１ 引 言
孤立波在自然科学中有广泛的应用，诸如化

学、生物学、应用数学、流体力学、场论、光学、等离
子学等等都有多方面应用［１—８］．近来研究孤立波解
出现了许多新的方法，例如双曲正切法，齐次平衡
法，Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数法，辅助函数法等．许多学者在
散射光波、量子力学、大气物理、神经网络等做了许
多有关孤立波方面的工作［９—１６］．孤立波和非线性色
散方程也有很密切的联系，例如非线性色散ＫｄＶ方
程中的紧孤立波［１７］等．近来，求解一类非线性问题
的方法不断产生和优化，包括平均法，边界层校正
法，匹配法，多重尺度法等等．同伦映射法［１８，１９］也是
其中一种有效的新方法．近来许多学者在非线性问
题方面做了大量的工作［２０—２３］．利用微分不等式等方
法，作者等也做了一类反应扩散［２４］，催化控制系
统［２５］，生态环境［２６］，激波［２７］，孤波［２８—３４］，激光脉
冲［３５，３６］，海洋科学［３７—３９］和大气物理［４０—４２］等问题．
在本文中，我们讨论与近代物理有关的一个非线性
扰动色散方程． 利用简单而有效的同伦映射方法得
到了相应方程的奇异孤立波解的近似展开式．

２ 非线性扰动色散方程和同伦映射
　 　 考虑如下一个广义非线性扰动色散方程：

ｕｔ － ｕｘｘｔ ＋ ２ωｕｘ ＋ γｕｘｘｘ
＋ ａｕｕｘ － ２ｕｘｕｘｘ － ｕｕｘｘｘ
＝ ｆ（ｕ）， （１）

其中ａ，ω，γ为常数，ａｕｕｘ 为对流项，－ ２ｕｘｕｘｘ 和
ｕｕｘｘｘ为色散项，而ｆ为非线性扰动项，它是关于其变
量在对应的区域内为充分光滑的函数．

一般来说，广义非线性扰动色散方程（１）是不
能求出其精确解的．为此，我们来求得方程（１）的孤
立波解的近似式．先引进波速为ｃ的行波变换ξ ＝ ｘ
－ ｃｔ，则方程（１）为

Ｎｕ ≡（２ω － ｃ）ｕ ξ ＋ （γ ＋ ｃ）ｕ ξξξ
＋ ａｕｕ ξ － ２ｕ ξｕ ξξ － ｕｕ ξξξ
＝ ｆ（ｕ）． （２）

　 　 考虑与广义色散方程（１）式对应的无扰动项
情形

Ｎｕ ＝ ０ ． （３）
由文献［１７］，设φ ＝ φ（ξ），满足

φ′ ＝ ε ｃ０ ＋ ｃ１φ ＋ ｃ２φ槡 ２，
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其中ε ＝ ± １，ｒ为正常数，ｃｉ，ｉ ＝ ０，１，２为任意常数．
不难得到：当ｃ０ ＝ ｃ２１ ／ ４ｃ２，ｃ２ ＞ ０时

φ ＝ －
ｃ１
２ｃ２
＋ ｅｘｐ（ε ｃ槡２ ξ）． （４）

当ｃ０ ＝ ０，ｃ２ ＜ ０时
φ ＝ －

ｃ１
２ｃ２
＋
εｃ１
２ｃ２
ｃｏｓ（ε － ｃ槡２ ξ）． （５）

令
珔ｕ ＝ ａ０ ＋ ａ１φ ＋ ａ２φ

２， （６）
其中ａｉ，ｉ ＝ ０，１，２为待定常数．将（６）式代入方程
（３），便可分别得到无扰动项色散方程（３）的解为

珔ｕ１ ＝
３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ

２ａ

＋ ａ１ ｅｘｐ（－ ａ
３槡ξ ），　 ａ ＞ ０， （７）

它是尖峰奇异孤立波解和
珔ｕ２ ＝

３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ
２ａ

±
３ａ１ ｃ１
２ａ ψ

（ξ）ｃｏｓ（ － ａ
３槡ξ ），　 ａ ＜ ０，（８）

其中ψ（ξ） ＝ １，　 ξ ≤ π ／ ２，
０，　 ξ ＞ π ／ ２{ ，它是紧奇异孤立

波解．
为了得到扰动色散方程（２）的近似解析解，我

们引入如下的一个同伦映射Ｈ（ｕ，ｓ）：Ｒ × Ｉ →
Ｒ ［１８，１９］：

Ｈ（ｕ，ｓ）＝ Ｌｕ － Ｌ珘ｕ０ ＋ ｓ［Ｌ珘ｕ０
＋ ｇ（ｕ）－ ｆ（ｕ）］， （９）

其中Ｒ ＝ （－ ∞，＋ ∞），Ｉ ＝ ［０，１］，珘ｕ０为扰动色散方
程（２）的初始近似函数，它将在下面确定，而

ｇ（ｕ）≡珔ｇ（ｕ，ｕ ξ，ｕ ξξ，ｕ ξξξ）
＝ ａｕｕ ξ － ２ｕ ξｕ ξξ － ｕｕ ξξξ，

Ｌｕ ＝（２ω － ｃ）ｕ ξ ＋ （ｃ ＋ γ）ｕ ξξξ ．
　 　 显然，由关系式（９），Ｈ（ｕ，１） ＝ ０与广义扰动
色散方程（２）相同．故方程（２）的行波解ｕ就是
Ｈ（ｕ，ｓ）＝ ０的行波解当ｓ → １的情形．

３ 孤立波近似解的计算
　 　 令

ｕ ＝ 
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉ（ξ）ｓｉ ． （１０）

　 　 将（１０）式代入式Ｈ（ｕ，ｓ）＝ ０，比较方程Ｈ（ｕ，
ｓ）＝ ０关于ｓ的同次幂的系数．由ｓ的零次幂的

系数得
Ｌ（ｕ０）＝ Ｌ（珘ｕ０）． （１１）

　 　 取珘ｕ０为无扰动项的非线性色散方程（３）的尖峰
奇异孤立波解珔ｕ１ ． 于是由（７），（１１）式得到

ｕ０（ξ）＝ ３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

＋ ａ１ ｅｘｐ（－ ａ
３槡ξ ），　 ａ ＞ ０ ． （１２）

　 　 在Ｈ（ｕ，ｓ）＝ ０中，取关于ｓ的一次幂的系数得
Ｌ（ｕ１）＝ ｆ（ｕ０）． （１３）

不难得到线性方程（１３）在ｕ１（０）＝ ０下的解为
ｕ１（ξ）＝ １

（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）
× ∫

ξ

０ ∫０
ξ１
ｆ（ｕ０（ξ２））

× ｓｉｎ ２ω － ｃ
γ槡＋ ｃ

（ξ１ － ξ２( )）
× ｄξ２ ｄξ１ ． （１４）

　 　 由（９）式，比较Ｈ（ｕ，ｓ）＝ ０的ｓ的二次幂的系
数得

Ｌ（ｕ２）＝ Ｆ（ｕ０，ｕ１）， （１５）
其中ｕ０，ｕ１ 分别由（１２），（１４）式表示．而

Ｆ（ｕ０，ｕ１） [＝ － 
ｓ
（ｇ（

∞

ｉ ＝ ０
ｕｉ ｓ

ｉ）

＋ ｆ（
∞

ｉ ＝ ０
ｕｉ ｓ

ｉ ]））
ｓ ＝ ０
． （１６）

　 　 同样，不难得到方程（１５）在ｕ２（０） ＝ ０下的
解为

ｕ２（ξ）＝ １
（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）
× ∫

ξ

０ ∫０
ξ１
Ｆ（ｕ０（ξ２），ｕ１（ξ２））

× ｓｉｎ（ ２ω － ｃ
γ槡＋ ｃ

（ξ１ － ξ２））
× ｄξ２ ｄξ１ ． （１７）

　 　 于是由（１０），（１２），（１４），（１７）式，并考虑到行
波变换ξ ＝ ｘ － ｃｔ，广义非线性扰动色散方程（１）的
尖峰奇异孤立波解ｕｐｅａｋｏｎ 的二次近似式为

ｕｐｅａｋｏｎ（ｔ，ｘ）≈３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

＋ ａ１ ｅｘｐ（－ ａ
３槡ｘ － ｃｔ ）

＋ １
（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）
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× ∫０
ｘ － ｃｔ

∫０
ξ [１ (ｆ ３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

＋ ａ１ ｅｘｐ － ａ
３ ξ槡( ) )２

＋ Ｆ（ｕ０（ξ２），ｕ１（ξ２ ]））

× ｓｉｎ ２ω － ｃ
γ槡＋ ｃ

（ξ１ － ξ２( )）
× ｄξ２ ｄξ１，　 ａ ＞ ０， （１８）

其中ｕ０，ｕ１ 分别由（１２），（１４）式表示，Ｆ由（１６）式
表示．

类似地，取珘ｕ０ 为无扰动项的非线性色散方程
（３）的紧奇异孤立波解珔ｕ２ ． 于是由（８），（１１）式得到

ｕ０ ＝
３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ

２ａ

±
３ａ１ ｃ１
２ａ ψ

（ξ）ｃｏｓ（ － ａ
３槡ξ ），

　 　 　 ａ ＜ ０ ． （１９）
以及

ｕ１（ξ）＝ １
（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）
× ∫

ξ

０ ∫０
ξ１
ｆ（ｕ０（ξ２））

× ｓｉｎ ２ω － ｃ
γ槡＋ ｃ

（ξ１ － ξ２( )）
× ｄξ２ ｄξ１ ． （２０）

　 　 同样可得到（１０）式中的ｕ２ ． 于是不难得到广义
非线性扰动色散方程（１）的紧奇异孤立波解ｕ ｃｏｍｐａｃｔｏｎ
的二次近似式为
ｕ ｃｏｍｐａｃｔｏｎ（ｔ，ｘ）≈３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

±
３ａ１ ｃ１
２ａ ψ

（ξ）ｃｏｓ － ａ
３槡( )ξ

＋ １
（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）

× ∫０
ｘ － ｃｔ

∫
ξ１ [
０

(ｆ ３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

±
３ａ１ ｃ１
２ａ ψ

（ξ）ｃｏｓ － ａ
３槡( ) )ξ

＋ Ｆ（ｕ０（ξ２），ｕ１（ξ２ ]））

× ｓｉｎ ２ω － ｃ
γ槡＋ ｃ

（ξ１ － ξ２( )）
× ｄξ２ ｄξ１，　 ａ ＜ ０， （２１）

其中ｕ０，ｕ１ 分别由（１９），（２０）式表示，Ｆ仍然由

（１６）式表示．
用同样的方法比较关系式Ｈ（ｕ，ｓ） ＝ ０关于ｓ

的更高次幂的系数，可得到广义非线性扰动色散方
程（１）的更高次尖峰奇异孤立波和紧奇异孤立波的
近似解．

４ 举　 例
　 　 现讨论一个特殊的广义非线性扰动色散方程，
它的扰动项为ｆ ＝ ｒｅｘｐｕ，其中ｒ为常数．这时方程
（１）为

ｕｔ － ｕｘｘｔ ＋ ２ωｕｘ ＋ γｕｘｘｘ
＋ ａｕｕｘ － ２ｕｘｕｘｘ － ｕｕｘｘｘ
＝ ｒｅｘｐｕ． （２２）

　 　 利用同伦映射方法，由（１８）式得到广义非线性
扰动色散方程（２２）的尖峰奇异孤子波解ｕｐｗａｋｏｎ（ｔ，
ｘ）的二次近似式为
ｕｐｅａｋｏｎ（ｔ，ｘ）≈３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

＋ ａ１ ｅｘｐ － ａ
３槡( )ｘ － ｃｔ

＋ ｒ
（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）

× ∫０
ｘ － ｃｔ

∫０
ξ [ (１

ｅｘｐ（３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ
２ａ

＋ ａ１ ｅｘｐ － ａ
３ ξ槡( ) )２

× （（１ ＋ ｕ１）－ ａ（ｕ０ｕ１ξ ＋ ｕ１ｕ０ξ）
＋ ２（ｕ０ξｕ１ξξ ＋ ｕ１ξｕ０ξξ）
＋ （ｕ０ｕ１ξξξ ＋ ｕ１ｕ０ξξξ））ξ ＝ ξ ]２
× ｓｉｎ ２ω － ｃ

γ槡＋ ｃ
（ξ１ － ξ２( )）

× ｄξ２ ｄξ１，　 ａ ＞ ０，
其中

ｕ０（ξ）＝ ３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

＋ ａ１ ｅｘｐ － ａ
３槡( )ξ ，

ｕ１（ξ）＝ ｒ
（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）
× ∫

ξ

０ ∫０
ξ１ (ｅｘｐ ３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ

２ａ

＋ ａ１ ｅｘｐ － ａ
３ ξ槡( ) )２
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× ｓｉｎ ２ω － ｃ
γ槡＋ ｃ

（ξ１ － ξ２( )）
× ｄξ２ ｄξ１ ．

　 　 同样可利用同伦映射方法，由（２１）式得到广义
非线性扰动色散方程（２２）的紧奇异孤子波解
ｕ ｃｏｍｐａｃｔｏｎ（ｔ，ｘ）的二次近似式为
ｕ ｃｏｍｐａｃｔｏｎ（ｔ，ｘ）≈３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

±
３ａ１ ｃ１
２ａ ψ

（ξ）ｃｏｓ － ａ
３槡( )ξ

＋ ｒ
（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）

× ∫０
ｘ － ｃｔ

∫０
ξ [１ （ (ｅｘｐ ３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ

２ａ

±
３ａ１ ｃ１
２ａ ψ

（ξ）ｃｏｓ － ａ
３槡( ) )ξ

× （（１ ＋ ｕ１）－ ａ（ｕ０ｕ１ξ ＋ ｕ１ｕ０ξ）
＋ ２（ｕ０ξｕ１ξξ ＋ ｕ１ξｕ０ξξ）
＋ （ｕ０ｕ１ξξξ ＋ ｕ１ｕ０ξξξ））ξ ＝ ξ２］

× ｓｉｎ ２ω － ｃ
γ槡＋ ｃ

（ξ１ － ξ２( )）
× ｄξ２ ｄξ１，　 ａ ＜ ０，

其中
ｕ０（ξ）＝ ３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ２ａ

±
３ａ１ ｃ１
２ａ ψ

（ξ）ｃｏｓ － ａ
３槡( )ξ ，

ｕ１（ξ）＝ ｒ
（２ω － ｃ）（γ ＋ ｃ槡 ）
× ∫

ξ

０ ∫０
ξ１ (ｅｘｐ ３ｃ － ａｃ － ６ω － ａγ

２ａ

±
３ａ１ ｃ１
２ａ ψ

（ξ）ｃｏｓ － ａ
３槡( ) )ξ

× ｓｉｎ（ ２ω － ｃ
γ槡＋ ｃ

（ξ１ － ξ２））ｄξ２ ｄξ１ ．
继续利用同伦映射关系式（９），可以得到非线性扰
动色散方程（１）在ｆ ＝ ｒｓｉｎｕ情况下尖峰奇异孤立波
解ｕｐｗａｋｏｎ（ｔ，ｘ）和紧奇异孤立波解ｕ ｃｏｍｐａｃｔｏｎ（ｔ，ｘ）的
任意次近似表示式．

５ 近似解的精度
　 　 为了说明用同伦映射方法得到的近似解的精
度．我们来考虑非线性扰动色散方程（２２）．这里假
设０ ＜ ｒ?１ ．

不难看出，在选定初始近似是对应于无扰动色
散方程解的情况下，利用同伦映射关系式（９）及
Ｌ（ｕ）＝ － γｕｘｘｘ ＋ ａｕｕｘ － ２ｕｘｕｘｘ － ｕｕｘｘｘ ＋ ｒｅｘｐｕ，可以
证明

Ｌ（ｕｉ（ξ））＝ Ｏ（ｒｉ －１），
ξ ≤ Ｍ，０ ＜ ｒ?１，ｉ ＝ ２，３，…，

其中Ｍ为足够大的正常数．于是非线性扰动色散方
程（２２）的解ｕｈｏｍ（ξ）与用同伦方法得到的ｍ次近似
解ｕｍｈｏｍ（ξ）＝ 

ｍ

ｉ ＝ ０
ｕｉ（ξ｝的误差满足

Ｌ（ｕｈｏｍ（ξ）－ ｕｍｈｏｍ（ξ））

＝
∞

ｉ ＝ ｍ ＋１
Ｌ（ｕｉ（ξ））＝ Ｏ（ｒｍ），
ξ ≤ Ｍ，０ ＜ ｒ?１，

ｕｈｏｍ（０）－ ｕｍｈｏｍ（０）＝ ０ ．
再由极值原理知

ｕｈｏｍ（ξ）－ ｕｍｈｏｍ（ξ）＝ Ｏ（ｒｍ），
ξ ≤ Ｍ，０ ＜ ｒ?１ ．

　 　 由此可知，我们在上节用同伦映射方法得到的
非线性扰动色散方程（２２）的二次近似孤波解具有
Ｏ（ｒ２），０ ＜ ｒ?１的精度．

６ 结　 论
　 　 孤立波理论描述的是一类复杂的自然现象．我
们往往需要将它简化为基本模式并利用近似方法
去求解它．同伦映射方法就是一个简单而有效的方
法．本文用同伦映射方法，选取的初始近似ｕ０（ｔ，ｘ）
是采用典型扰动色散方程（３）的奇异孤立波解．它
保证了对应于扰动情形下的孤立波色散方程的解
较快地求得的近似解析解． 故所得的结果更加实
用、简捷．
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Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ （Ｇｒａｎｔ Ｎｏ． ＫＺＣＸ２ＹＷＱ０３０８），ｔｈｅ Ｒ ＆ Ｄ Ｓｐｅｃｉａｌ Ｆｕｎｄ ｆｏｒ Ｐｕｂｌｉｃ Ｗｅｌｆａｒｅ Ｉｎｄｕｓｔｒｙ （Ｍｅｔｅｏｒｏｌｏｇｙ）（Ｇｒａｎｔ Ｎｏ．
ＧＹＨＹ２００８０６０１０），ｔｈｅ ＬＡＳＧ Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ Ｓｐｅｃｉａｌ Ｆｕｎｄ，ｉｎ Ｐａｒｔ ｂｙ ＥＩｎｓｔｉｔｕｔｅｓ ｏｆ Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｍｕｎｉｃｉｐａｌ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｃｏｍｍｉｓｓｉｏｎ （Ｇｒａｎｔ
Ｎｏ． Ｅ０３００４）ａｎｄ ｔｈｅ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｚｈｅｊｉａｎｇ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ （Ｇｒａｎｔ Ｎｏ． ６０９０１０４）．
 Ｅｍａｉｌ：ｍｏｊｉａｑｉ＠ ｍａｉｌ． ａｈｎｕ． ｅｄｕ． ｃｎ


