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　 　 将（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法扩展到研究高维非线性物理方程的非行波解和分形结构． 以（２ ＋ １）维变系数色散长波系统
为例，构造出该系统的非行波解，对解中的任意函数进行适当的设置，发现了一类新的分形结构，即十字形分形
结构．
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１ 引 言
许多非线性物理现象可用非性线数学物理方

程来描述． 近些年，对非线性数学物理方程的研究
不断有新的突破，尤其是不少行之有效的求解方法
被开发出来，如齐次平衡法［１—３］，Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展
开法［４—６］，Ｆ展开法［７—１０］，辅助方程法［１１—１４］，分离
变量法［１５—１８］，Ｒｉｃｃａｔｉ函数法［１９—２１］，扩展的Ｒｉｃｃａｔｉ
映射法［２２—２４］等．

局域结构激发是非线性科学中一项重要研究
内容［１５—１８，２５—３１］． 如果非线性物理方程的解中含有
相关独立变量的任意函数，通过对任意函数的适当
选取，能够激发丰富的局域结构，而这些局域结构
可以解释某些非线性物理现象［３２］． 研究局域激发
的主要方法有分离变量法和扩展的Ｒｉｃｃａｔｉ映射法
等． 分形是一种典型的非性线现象，但是，相对其
他局域结构激发，有关分形结构激发的方法比较
少，研究也不够深入． 已有的局域分形结构激发主
要是通过指数函数和Ｊａｃｏｂｉ函数或正弦函数组合而
得到［３３—３７］． 发现新分形结构是非常困难但又重要
的任务．

新近，基于齐次平衡原则和常微分方程理论，
Ｗａｎｇ等提出了（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法［３８］． 该方法简洁高
效，已经成为非线性数学物理方程的一类新求解方

法［３９—４２］． 我们对（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法中的线性行波变换
扩展为任意函数的非线性变换，并构造出非线性（３
＋ １）维Ｂｕｒｇｅｒｓ系统的非行波解列［４３］． 由于应用扩
展的（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法获得的非行波解中含有独立变
量的任意函数，从而成为研究局域结构激发的有力
工具，并且可将孤子、混沌与分形等非线性现象融
合在一个系统中进行研究．

本文将（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法扩展到构造非线性（２ ＋
１）维变系数色散长波系统的三种非行波解列，即双
曲函数解，三角函数解和有理函数解． 每种解中均
含有任意函数． 通过对双曲函数解中的任意函数进
行适当的设置，发现了该系统的一类新的分形结
构，即十字形分形结构．

考虑如下（２ ＋ １）维变系数色散长波系统：
ｕｔｙ ＝ － Ｂ（ｔ）［ｖｘｘ ＋ （ｕｕｘ）ｙ］， （１）
ｖｔ ＝ － Ｂ（ｔ）［（ｕｖ）ｘ ＋ ｕｘ ＋ β２ｕｘｘｙ］， （２）

其中ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ），ｖ ＝ ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）为系统的相应物
理场，Ｂ（ｔ）为时间函数系数，β为参数． 该系统是
描述水波通过等深、狭长理想水道运动的重要模
型． 当Ｂ（ｔ）＝ １，ｘ ＝ ｙ且β２ ＝ １时，该系统约化为
经典的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程． 当Ｂ（ｔ）＝ １且β２ ＝ １时，
该系统约化为通常的色散长波系统，它是由Ｂｏｉｔｉ
等在研究弱Ｌａｘ对的相容条件时首先得到的［４３］．
文献［４４—４８］讨论了通常的色散长波系统的部分
精确解．
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２ 扩展的（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法与系统（１），
（２）的新非行波解

　 　 本节我们首先简要介绍扩展的（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法．
对于一个（２ ＋ １）维含独立变量ｘ，ｙ，ｔ的非线性系统

Ｆ（ｕ，ｕｔ，ｕｘ，ｕｙ，ｕｔｔ，ｕｘｔ，ｕｙｔ，ｕｘｙ，ｕｘｘ，ｕｙｙ，…）
＝ ０， （３）

（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法的主要思想是假设方程（３）的解可表
示为如下含（Ｇ′ ／ Ｇ）的一个代数多项式：

ｕ ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０
ａｉ
Ｇ′（ｑ）
Ｇ（ｑ[ ]）

ｉ

， （４）

其中Ｇ′ ＝ ｄＧ（ｑ）
ｄｑ

，Ｇ″ ＝ ｄ
２Ｇ（ｑ）
ｄｑ２

，ｑ ＝ ｓｘ ＋ ｌｙ － Ｖｔ为
行波变换，ｓ，ｌ，Ｖ，ａｉ（ｉ ＝ ０，１，２，…，ｎ）为常数，Ｇ ＝
Ｇ（ｑ）满足二阶线性常微分方程

Ｇ″ ＋ λＧ′ ＋ μＧ ＝ ０ （５）
将拟解（４）代入到原方程（３），应用齐次平衡法可
求得方程（３）的行波解．

将（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法扩展到构造高维非线性方程
的非行波解的方法是：将原来的行波变换ｑ ＝ ｓｘ ＋
ｌｙ － Ｖｔ扩展为任意函数ｑ ＝ ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）变换，而行波
变换ｑ ＝ ｓｘ ＋ ｌｙ － Ｖｔ仅为这个任意函数的特例． 当
ｑ为任意函数时得到的解称为非行波解．

下面我们求（２ ＋ １）维变系数色散长波系统
（１），（２）的非行波解． 假设系统（１），（２）有如下形
式的解：

ｕ ＝ 
ｍ

ｉ ＝ ０
ａｉ
Ｇ′（ｑ）
Ｇ（ｑ[ ]）

ｉ

， （６）

ｖ ＝ 
ｎ

ｊ ＝ ０
ｂｊ
Ｇ′（ｑ）
Ｇ（ｑ[ ]）

ｊ

， （７）
其中ａｉ（ｉ ＝ ０，１，２，…，ｍ），ｂｉ（ｊ ＝ ０，１，２，…，ｎ）均
为含变量ｘ，ｙ，ｔ的待定函数，ｑ ＝ ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）为ｘ，ｙ，ｔ
的函数，Ｇ（ｑ）满足方程（５）．

对（１）和（２）式分别应用齐次平衡原则［１］，
可得

ｍ ＋ ３ ＝ ｍ ＋ ｎ ＋ １， （８）
（ｍ ＋ ｍ ＋ １）＋ １ ＝ ｍａｘ｛ｎ ＋ ２，ｍ ＋ ２｝

＝ ｍａｘ｛４，ｍ ＋ ２｝． （９）
求解（８）和（９）式易得ｍ ＝ １，ｎ ＝ ２ 因此（６）和（７）
式可分别写为

ｕ ＝ ａ０ ＋ ａ１
Ｇ′（ｑ）
Ｇ（ｑ( )） ， （１０）

ｖ ＝ ｂ０ ＋ ｂ１
Ｇ′（ｑ）
Ｇ（ｑ( )） ＋ ｂ２

Ｇ′（ｑ）
Ｇ（ｑ( )）

２

 （１１）

　 　 本文寻求系统（１），（２）形如（１０），（１１）的解，
其中ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ｆ（ｘ，ｔ）＋ ｇ（ｙ）． 注意到方程（５），
因此

Ｇ′( )Ｇ ′ ＝
ＧＧ″ － Ｇ′２

Ｇ２
＝ － μ － λ Ｇ′( )Ｇ － Ｇ′( )Ｇ

２

．（１２）
对（１０）和（１１）式求相应变量的偏导数，并注意到
（１２）式，我们得到
ｕｘ ＝（ａ０ｘ － μａ１ ｆｘ）＋ （ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ） Ｇ′( )Ｇ

－ ａ１ ｆｘ
Ｇ′( )Ｇ

２

， （１３）

ｖｔ ＝（ｂ０ ｔ － μｂ１ ｆｔ）＋ （ｂ１ ｔ － λｂ１ ｆｔ － ２μｂ２ ｆｔ） Ｇ′( )Ｇ
＋ （ｂ２ ｔ － ｂ１ ｆｔ － ２λｂ２ ｆｔ） Ｇ′( )Ｇ

２

－ ２ｂ２ ｆｔ
Ｇ′( )Ｇ

３

， （１４）
（ｕｖ）ｘ ＝［（ａ０ ｂ０）ｘ － μｆｘ（ａ０ ｂ１ ＋ ａ１ ｂ０）］

＋ ［（ａ０ ｂ１ ＋ ａ１ ｂ０）ｘ － λｆｘ（ａ０ ｂ１ ＋ ａ１ ｂ０）
－ ２μｆｘ（ａ０ ｂ２ ＋ ａ１ ｂ１）］ Ｇ′( )Ｇ
＋ ［（ａ０ ｂ２ ＋ ａ１ ｂ１）ｘ － ｆｘ（ａ０ ｂ１ ＋ ａ１ ｂ０）
－ ２λｆｘ（ａ０ ｂ２ ＋ ａ１ ｂ１）－ ３μｆｘ ａ１ ｂ２］ Ｇ′( )Ｇ

２

＋ ［（ａ１ ｂ２）ｘ － ２ ｆｘ（ａ０ ｂ２ ＋ ａ１ ｂ１）
－ ３λｆｘ ａ１ ｂ２］ Ｇ′( )Ｇ

３

－ ３ ｆｘ ａ１ ｂ２
Ｇ′( )Ｇ

４

， （１５）
ｕｘｘｙ ＝｛［（ａ０ｘ － μａ１ ｆｘ）ｘ － μｆｘ（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）］ｙ

－ μｇ′［（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）ｘ
－ λａ１ｘ ｆｘ ＋ （λ２ ＋ ２μ）ａ１ ｆ２ｘ］｝
＋ ｛［（ａ１ｘ － μａ１ ｆｘ）ｘ
－ λｆｘ（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）＋ ２μａ１ ｆ２ｘ］ｙ
＋ ｇ′［－ λ（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）ｘ
＋ （λ２ ＋ ２μ）ａ１ｘ ｆｘ － λ（λ２ ＋ ８μ）ａ１ ｆ２ｘ
＋ ２μ（ａ１ ｆｘ）ｘ］｝ Ｇ′( )Ｇ
＋ ｛［－ （ａ１ ｆｘ）ｘ － ｆｘ（ａ１ｘ
－ λａ１ ｆｘ）＋ ２λａ１ ｆ２ｘ］ｙ
－ ｇ′［（７λ２ ＋ ８μ）ａ１ ｆ２ｘ － ３λａ１ｘ ｆｘ
－ ２λ（ａ１ ｆｘ）ｘ ＋ （ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）ｘ］｝ Ｇ′( )Ｇ

２

＋ ｛２（ａｘ ｆ２ｘ）ｙ － ｇ′［１２λａ１ ｆ２ｘ
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－ ４ａ１ｘ ｆｘ － ２ａ１ ｆｘｘ］｝ Ｇ′( )Ｇ
３

－ ６ａ１ ｆ
２
ｘ ｇ′
Ｇ′( )Ｇ

４

， （１６）
ｕｔｙ ＝［（ａ０ ｔ － μａ１ ｆｔ）ｙ － μｇ′（ａ１ ｔ － λａ１ ｆｔ）］

＋ ［（ａ１ ｔ － λａ１ ｆｔ）ｙ ＋ ２μａ１ ｆｔ ｇ′
－ λｇ′（ａ１ ｔ － λａ１ ｆｔ）］ Ｇ′( )Ｇ
＋ ［－ （ａ１ ｆｔ）ｙ － ｇ′（ａ１ ｔ － λａ１ ｆｔ）
＋ ２λａ１ ｆｔ ｇ′］ Ｇ′( )Ｇ

２

＋ ２ａ１ ｆｔ ｇ′
Ｇ′( )Ｇ

３

， （１７）
ｖｘｘ ＝［（ｂ０ｘ － μｂ１ ｆｘ）ｘ

－ μｆｘ（ｂ１ｘ － λｂ１ ｆｘ － ２μｂ２ ｆｘ）］
＋ ［（ｂ１ｘ － λｂ１ ｆｘ － ２μｂ２ ｆｘ）ｘ
－ λｆｘ（ｂ１ｘ － λｂ１ ｆｘ － ２μｂ２ ｆｘ）
－ ２μｆｘ（ｂ２ｘ － ｂ１ ｆｘ － ２λｂ２ ｆｘ）］ Ｇ′( )Ｇ
＋ ［（ｂ２ｘ － ｂ１ ｆｘ － ２λｂ２ ｆｘ）ｘ
－ ｆｘ（ｂ１ｘ － λｂ１ ｆｘ － ２μｂ２ ｆｘ）
－ ２λｆｘ（ｂ２ｘ － ｂ１ ｆｘ － ２λｂ２ ｆｘ）
＋ ６μｂ２ ｆ

２
ｘ］ Ｇ′( )Ｇ

２

＋ ［－ ２（ｂ２ ｆｘ）ｘ ＋ ６λｂ２ ｆ２ｘ
－ ２ ｆｘ（ｂ２ｘ － ｂ１ ｆｘ － ２λｂ２ ｆｘ）］ Ｇ′( )Ｇ

３

＋ ６ｂ２ ｆ
２
ｘ
Ｇ′( )Ｇ

４

， （１８）
（ｕｕｘ）ｙ ＝｛［ａ０（ａ０ｘ － μａ１ ｆｘ）］ｙ

－ μｇ′［ａ０（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）
＋ ａ１（ａ０ｘ － μａ１ ｆｘ）］｝
＋ ｛［ａ０（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）
＋ ａ１（ａ０ｘ － μａ１ ｆｘ）］ｙ
－ λｇ′［ａ０（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）
＋ ａ１（ａ０ｘ － μａ１ ｆｘ）］－ ２μｇ′［ａ１（ａ１ｘ
－ λａ１ ｆｘ）－ ａ０ａ１ ｆｘ］｝ Ｇ′( )Ｇ
＋ ｛［ａ１（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）－ ａ０ａ１ ｆｘ］ｙ
－ ｇ′［ａ０（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）＋ ａ１（ａ０ｘ － μａ１ ｆｘ）］
－ ２λｇ′［ａ１（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）－ ａ０ａ１ ｆｘ］
＋ ３μａ２１ ｆｘ ｇ′｝ Ｇ′( )Ｇ

２

＋ ｛－ （ａ２１ ｆｘ）ｙ － ２ｇ′［ａ１（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）

－ ａ０ａ１ ｆｘ］＋ ３λａ２１ ｆｘ ｇ′｝ Ｇ′( )Ｇ
３

＋ ３ａ２１ ｆｘ ｇ′
Ｇ′( )Ｇ

４

 （１９）
将（１３）—（１９）式代入（１）式，合并（Ｇ′ ／ Ｇ）的各阶
幂次项，令其系数为零可得

Ｇ′( )Ｇ
４

：０ ＝ － Ｂ（ｔ）［６ｂ２ ｆ２ｘ ＋ ３ａ２１ ｆｘ ｇ′］， （２０）
Ｇ′( )Ｇ

３

：２ａ１ ｆｔ ｇ′

＝ － Ｂ（ｔ）｛－ ２（ｂ２ ｆｘ）ｘ ＋ ６λｂ２ ｆ２ｘ
－ ２ ｆｘ（ｂ２ｘ － ｂ１ ｆｘ － ２λｂ２ ｆｘ）
－ （ａ２１ ｆｘ）ｙ － ２ｇ′［ａ１（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）
－ ａ０ａ１ ｆｘ］＋ ３λａ２１ ｆｘ ｇ′｝， （２１）
Ｇ′( )Ｇ

２

：ｇ′［３λａ１ ｆｔ － ａ１ ｔ］
＝ － Ｂ（ｔ）｛（ｂ２ｘ － ｂ１ ｆｘ － ２λｂ２ ｆｘ）ｘ
－ ｆｘ（ｂ１ｘ － λｂ１ ｆｘ － ２μｂ２ ｆｘ）
－ ２λｆｘ（ｂ２ｘ － ｂ１ ｆｘ － ２λｂ２ ｆｘ）
＋ ６μｂ２ ｆ

２
ｘ ＋ ｇ′［－ （ａ０ａ１）ｘ － ２λａ１ａ１ｘ

＋ ３λａ０ａ１ ｆｘ ＋ ２（λ２ ＋ ２μ）ａ２１ ｆｘ］｝， （２２）
Ｇ′( )Ｇ ：ｇ′［（λ２ ＋ ２μ）ａ１ ｆｔ － λａ１ ｔ］

＝ － Ｂ（ｔ）｛（ｂ１ｘ － λｂ１ ｆｘ － ２μｂ２ ｆｘ）ｘ
－ λｆｘ（ｂ１ｘ － λｂ１ ｆｘ － ２μｂ２ ｆｘ）
－ ２μｆｘ（ｂ２ｘ － ｂ１ ｆｘ － ２λｂ２ ｆｘ）
＋ ｇ′［３λμａ２１ ｆｘ ＋ （λ２ ＋ ２μ）ａ０ａ１ ｆｘ
－ λ（ａ０ａ１）ｘ － ２μａ１ａ１ｘ］｝， （２３）
Ｇ′( )Ｇ

０

：ｇ′［λμａ１ ｆｔ － μａ１ ｔ］
＝ － Ｂ（ｔ）｛（ｂ０ｘ － μｂ１ ｆｘ）ｘ
－ μｆｘ（ｂ１ｘ － λｂ１ ｆｘ － ２μｂ２ ｆｘ）
－ μｇ′［（ａ０ａ１）ｘ － λａ０ａ１ ｆｘ － μａ２１ ｆｘ］｝． （２４）

将（１３）—（１９）式代入（２）式，合并（Ｇ′ ／ Ｇ）的各阶
幂次项，令其系数为零可得

Ｇ′( )Ｇ
４

：０ ＝ － Ｂ（ｔ）［－ ３ａ１ ｂ２ ｆｘ － ６β２ａ１ ｆ２ｘ ｇ′］，
（２５）

Ｇ′( )Ｇ
３

：－ ２ｂ２ ｆｔ
＝ － Ｂ（ｔ）｛（ａ１ ｂ２）ｘ － ２ ｆｘ（ａ０ ｂ２ ＋ ａ１ ｂ１）
－ ３λａ１ ｂ２ ｆｘ ＋ ２β

２（ａ１ ｆ２ｘ）ｙ
－ β２ｇ′［１２λａ１ ｆ２ｘ － ４ａ１ｘ ｆｘ － ２ａ１ ｆｘｘ］｝，（２６）
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Ｇ′( )Ｇ
２

：ｂ２ ｔ － ｂ１ ｆｔ － ２λｂ２ ｆｔ
＝ － Ｂ（ｔ）｛－ ａ１ ｆｘ ＋ （ａ０ ｂ２ ＋ ａ１ ｂ１）ｘ
－ ｆｘ（ａ０ ｂ１ ＋ ａ１ ｂ０）
－ ２λｆｘ（ａ０ ｂ２ ＋ ａ１ ｂ１）－ ３μａ１ ｂ２ ｆｘ
－ β２ｇ′［（７λ２ ＋ ８μ）ａ１ ｆ２ｘ ＋ ａ１ｘｘ
－ ６λａ１ｘ ｆｘ － ３λａ１ ｆｘｘ］｝， （２７）
Ｇ′( )Ｇ ：ｂ１ ｔ － λｂ１ ｆｔ － ２μｂ２ ｆｔ

＝ － Ｂ（ｔ）｛（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）＋ （ａ０ ｂ１ ＋ ａ１ ｂ０）ｘ
－ λｆｘ（ａ０ ｂ１ ＋ ａ１ ｂ０）
－ ２μｆｘ（ａ０ ｂ２ ＋ ａ１ ｂ１）
＋ β２ｇ′［－ λ（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）ｘ
＋ λ２ａ１ｘ ｆｘ － λ（λ２ ＋ ８μ）ａ１ ｆ２ｘ
＋ ２μａ１ｘ ｆｘ ＋ ２μ（ａ１ ｆｘ）ｘ］｝， （２８）
Ｇ′( )Ｇ

０

：ｂ０ ｔ － μｂ１ ｆｔ
＝ － Ｂ（ｔ）｛（ａ０ｘ － μａ１ ｆｘ）＋ （ａ０ ｂ０）ｘ
－ μｆｘ（ａ０ ｂ１ ＋ ａ１ ｂ０）
－ μβ２ｇ′［（ａ１ｘ － λａ１ ｆｘ）ｘ
－ λａ１ｘ ｆｘ ＋ （λ２ ＋ ２μ）ａ１ ｆ２ｘ］｝． （２９）

解方程组（２０）—（２９）可得
ａ０ ＝ λβｆｘ －

ｆｔ
Ｂ（ｔ）ｆｘ －

βｆｘｘ
ｆｘ
，

ａ１ ＝ ２βｆｘ，ｂ０ ＝ － １ － ２μβ２ ｆｘ ｇ′，
ｂ１ ＝ － ２λβ

２ ｆｘ ｇ′，ｂ２ ＝ － ２β２ ｆｘ ｇ′． （３０）
　 　 在方程（２０）—（２９）中，先联立（２０），（２５），
（２１）与（２６）解得ａ１，ｂ２，ｂ１，ａ０，因ａ０，ａ１ 与ｙ无关，
经化简可得（２２）—（２４）与（２７）—（２９）．

将（３０）代入（１０），（１１）式，再根据常微方程
（５）的解可得到系统（１），（２）的三种分离变量形式
的非行波解．

情形１　 当λ２ － ４μ ＞ ０，记δ１ ＝ λ２ － ４槡 μ
２

，
由方程（５）的通解可得
Ｇ′
Ｇ
＝ － λ

２
＋ δ１

Ｃ１ ｃｏｓｈδ１（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ ｓｉｎｈδ１（ｆ ＋ ｇ）
Ｃ１ ｓｉｎｈδ１（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ ｃｏｓｈδ１（ｆ ＋ ｇ）．

此时系统（１），（２）的双曲函数形式解为
ｕ１ ＝ －

ｆｔ
Ｂ（ｔ）ｆｘ －

βｆｘｘ
ｆｘ
＋ ２βδ１ ｆｘ

×
Ｃ１ ｃｏｓｈδ１（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ ｓｉｎｈδ１（ｆ ＋ ｇ）
Ｃ１ ｓｉｎｈδ１（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ ｃｏｓｈδ１（ｆ ＋ ｇ），（３１）

ｖ１ ＝ － １ ＋ ２β
２δ２１ ｆｘｇ′

× １ － Ｃ１ｃｏｓｈδ１（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ｓｉｎｈδ１（ｆ ＋ ｇ）
Ｃ１ｓｉｎｈδ１（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ｃｏｓｈδ１（ｆ ＋ ｇ[ ]）{ }

２

．

（３２）

　 　 情形２　 当λ２ － ４μ ＜ ０，记δ２ ＝ ４μ － λ槡 ２

２
，由

方程（５）的通解可得
Ｇ′
Ｇ
＝ － λ

２
＋ δ２

－ Ｃ１ ｓｉｎδ２（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ ｃｏｓδ２（ｆ ＋ ｇ）
Ｃ１ ｃｏｓδ２（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ ｓｉｎδ２（ｆ ＋ ｇ）．

此时系统（１），（２）的三角函数形式解为
ｕ２ ＝ －

ｆｔ
Ｂ（ｔ）ｆｘ －

βｆｘｘ
ｆｘ
＋ ２βδ２ ｆｘ

×
－ Ｃ１ ｓｉｎδ２（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ ｃｏｓδ２（ｆ ＋ ｇ）
Ｃ１ ｃｏｓδ２（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ ｓｉｎδ２（ｆ ＋ ｇ），（３３）

ｖ２ ＝ － １ － ２β
２δ２２ｆｘｇ′

× １ ＋ － Ｃ１ｓｉｎδ２（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ｃｏｓδ２（ｆ ＋ ｇ）
Ｃ１ｃｏｓδ２（ｆ ＋ ｇ）＋ Ｃ２ｓｉｎδ２（ｆ ＋ ｇ[ ]）{ }

２

．

（３４）
　 　 情形３ 　 当λ２ － ４μ ＝ ０，由方程（５）的通解
可得

Ｇ′
Ｇ
＝ － λ

２
＋

Ｃ２
Ｃ１ ＋ Ｃ２（ｆ ＋ ｇ）．

此时系统（１），（２）的有理函数形式解为
ｕ３ ＝ －

ｆｔ
Ｂ（ｔ）ｆｘ －

βｆｘｘ
ｆｘ
＋

２βＣ２ ｆｘ
Ｃ１ ＋ Ｃ２（ｆ ＋ ｇ），（３５）

ｖ３ ＝ － １ － ２β
２ ｆｘ ｇ′

Ｃ２
Ｃ１ ＋ Ｃ２（ｆ ＋ ｇ[ ]）

２

 （３６）

３ 　 系统（１），（２）的十字形分形结构
　 　 由于在非行波解（３１）—（３６）中含有任意函数
ｆ（ｘ，ｔ）和ｇ（ｙ），这就对特殊结构的激发提供了必
要条件． 我们通过余弦函数、对数函数和幂函数进
行巧妙组合，获得了（２ ＋ １）维变系数色散长波系统
（１），（２）的新分形结构．

以解（３２）式为例，选择ｆ（ｘ，ｔ）和ｇ（ｙ）分别为
ｆ（ｘ，ｔ）＝２ ＋ （ｋ１ｘ ＋ ｔ）ｌｎ［ｋ２２（ｋ１ｘ ＋ ｔ）２］

× ｃｏｓ（ｋ３ｘ ＋ ｔ）， （３７）
ｇ（ｙ）＝２ ＋ ｒ１ｙｌｎ［ｒ２２（ｒ１ｙ）２］ｃｏｓ（ｒ３ｙ）， （３８）

其中ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｒ１，ｒ２，ｒ３ 为常数，且均不为零．
取变量ｔ ＝ ０，参数β，δ１，Ｃ１，Ｃ２，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｒ１，ｒ２，ｒ３

分别取下列六组特殊值时，得到系统（１），（２）的一类
新孤子结构，共有六种不同的形态，如图１所示．
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图１　 取变量ｔ ＝ ０ ，解（２２）在不同参数β，δ１，Ｃ１，Ｃ２，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｒ１，ｒ２，ｒ３ 设置下的图形　 （ａ）（３９）式；（ｂ）（４０）
式；（ｃ）（４１）式；（ｄ）（４２）式；（ｅ）（４３）式；（ｆ）（４４）式

β ＝ ２，δ１ ＝ １，Ｃ１ ＝ １，Ｃ２ ＝ ２，
ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １ ３，ｋ３ ＝ １ ７，
ｒ１ ＝ ２，ｒ２ ＝ ２ ６，ｒ３ ＝ ２ １ （３９）
β ＝ ２，δ１ ＝ １，Ｃ１ ＝ ３，Ｃ２ ＝ ２，
ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １ ３，ｋ３ ＝ １ ７，
ｒ１ ＝ ２，ｒ２ ＝ ２ ６，ｒ３ ＝ ２ １ （４０）
β ＝ ２，δ１ ＝ １，Ｃ１ ＝ １，Ｃ２ ＝ ２，
ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ ２６０，ｋ３ ＝ １ ７，
ｒ１ ＝ ２，ｒ２ ＝ ２ ６，ｒ３ ＝ ２ １ （４１）
β ＝ ２，δ１ ＝ １，Ｃ１ ＝ １，Ｃ２ ＝ ２，
ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １２，ｋ３ ＝ １ ７，
ｒ１ ＝ ２，ｒ２ ＝ ２２０，ｒ３ ＝ ２ １ （４２）
β ＝ ２，δ１ ＝ １，Ｃ１ ＝ ３，Ｃ２ ＝ ２，
ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ ４，ｋ３ ＝ １ ７，

ｒ１ ＝ ２，ｒ２ ＝ ２２０，ｒ３ ＝ ２ １ （４３）
β ＝ ２，δ１ ＝ １，Ｃ１ ＝ ３，Ｃ２ ＝ ２，
ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ ６６０，ｋ３ ＝ １ ７，
ｒ１ ＝ ２，ｒ２ ＝ ２，ｒ３ ＝ ２ １ （４４）

　 　 从图１可知，当解中的常数Ｃ１，Ｃ２ 取不同值
时，孤子结构的交汇顶点朝向不同．

分形的本质特征是在不同尺度下形状的相似
性． 经过进一步研究，我们发现图１中的（ａ），（ｂ）
两个孤子结构为分形结构． 为更清晰观察这一分形
特征，仍然选取ｆ（ｘ，ｔ）满足（３７）式，ｇ（ｙ）满足
（３８）式，图２给出解（３２）在ｔ ＝ ０和参数设置满足
（３９）式时，ｘ，ｙ分别在［－ ５ × １０ －６，５ × １０ －６］，［－ ５
× １０ －９，５ × １０ －９］和［－ ５ × １０ －１２，５ × １０ －１２］三个区
间上的图形． 可以看出，虽然每个区间依次缩小到
１ ／ １０００，图形仍保持其形状的相似性． 我们称这种
孤子结构为十字形分形结构．
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图２　 取变量ｔ ＝ ０ ，参数β，δ１，Ｃ１，Ｃ２，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｒ１，ｒ２，ｒ３ 设置为（３９）式，解（３２）式在不同区间上图形　
（ａ）ｘ，ｙ∈［－ ５ × １０ －６，５ × １０ －６］；（ｂ）ｘ，ｙ∈［－ ５ × １０ －９，５ × １０ －９］；（ｃ）ｘ，ｙ∈［－ ５ × １０ －１２，５ × １０ －１２］

４ 结　 论
　 　 本文将（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法扩展后构造出（２ ＋ １）维
变系数色散长波系统的非行波解列，而这些非行波
解能够激发丰富的局域结构． 通过适当设置解中的

任意函数，研究了（２ ＋ １）维变系数色散长波系统的
一类新的分形结构，即十字形分形结构． 据我们所
知，十字形分形结构是首次发现． 本文中的扩展
（Ｇ′ ／ Ｇ）展开法也可用于构造其他高维非线性物理
系统的非行波解，并且这些系统中也存在十字形分
形结构．
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