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　 　 研究Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ理论新型的逆问题，得到利用Ｎｏｅｔｈｅｒ理论从已知的第一积分构建Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数和
对称性的一般解法和若干特殊解法，提出由Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数直接导出守恒量的两条推论．举例说明所得结果的应用．
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１ 引 言
动力学逆问题是经典力学中古老而又常新的

重要课题，几十年来该领域取得一系列重要研究成
果［１—６］．所谓动力学逆问题简言之，是从给定的运动
性质，如第一积分，反过来建立动力学方程，当然，
随着科学技术的发展，该问题的提法逐步扩充和完
善．对Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学而言，因为其动力学方程由系
统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数确定，故其动力学逆问题可以归
结成由第一积分构建Ｈ函数．

Ｎｏｅｔｈｅｒ理论揭示了力学系统守恒量与其动力
学对称性之间的内在联系，几十年来这个数理学科
热门课题同样取得众多重要成果［１，４，７—１５］． Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统Ｎｏｅｔｈｅｒ理论将三个方面：系统动力学特征函
数、对称变换和运动守恒量紧密联系起来，对于给
定Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的系统，可以确定其对称性，进而
由对称性直接导出守恒量，或者反过来，由守恒量
导出对称性．本文研究Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ理论
新类型的逆问题，即由系统已知的守恒量（运动微
分方程的第一积分）构建系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数，并
同时确定对应的对称变换．在给出基本解法以及若
干特殊解法后，举例说明得到的结果．在本文讨论
过程中，还得到两个直接由Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数导出守恒
量的推论．

２ Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论概述
　 　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统运动方程———正则方程为

ｑα ＝
Ｈ
ｐα
，ｐα ＝ － Ｈｑα，

　 　 （α ＝ １，…，ｎ）， （１）
其中ｑα，ｐα 为正则变量，Ｈ ＝ Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ）为Ｈａｍｉｌｔｏｎ
函数．

设时间和正则变量取无限小变换
ｔ ＝ ｔ ＋ εξｏ（ｔ，ｑ，ｐ），
ｑα ＝ ｑα ＋ εξα（ｔ，ｑ，ｐ），
ｐα ＝ ｐα ＋ εηα（ｔ，ｑ，ｐ）， （２）

其中ε为无限小参量，ξｏ ，ξα ，ηα 为变换无限小生
成元．如果存在规范函数ＧＮ ＝ ＧＮ（ｔ，ｑ，ｐ）使ξｏ ，ξα
，ηα 满足如下Ｎｏｅｔｈｅｒ等式：

ｐα ξα －
Ｈ
ｔ
ξ ｏ －

Ｈ
ｑα
ξα － Ｈ ξ ｏ ＋ ＧＮ ＝ ０， （３）

则系统这种不变性为Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，由此直接导
出Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量

ＩＮ ＝ ｐα ξα － Ｈξｏ ＋ ＧＮ ＝ ｃｏｎｓｔ． （４）
　 　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性另一判断方法是
下列Ｋｉｌｌｉｎｇ方程有解：

ｐα
ξα
ｔ
－ Ｈ
ｔ
ξｏ －

Ｈ
ｑα
ξα

－ Ｈ
ξｏ
ｔ
＋
ＧＮ
ｔ

＋ ｐα
ξα
ｑβ
－ Ｈ
ξｏ
ｑβ
＋
ＧＮ
ｑ( )
β

Ｈ
ｐβ

＝ ０，

ｐα
ξα
ｐβ
－ Ｈ
ξｏ
ｐβ
＋
ＧＮ
ｐβ

＝ ０，
　 　 　 （α，β ＝ １，…，ｎ）， （５）

　 　 如果已知方程（１）的第一积分
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Ｉ ＝ Ｉ（ｔ，ｑ，ｐ）＝ ｃｏｎｓｔ． （６）
则根据Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理，可以导出对应的对称性

ξα ＝
Ｈ
ｐα
ξｏ ＋

Ｉ
ｐα
， （７）

Ｉ ＝ ｐα ξα － Ｈξｏ ＋ ＧＮ ． （８）
　 　 说明两点：一是在本文讨论中不区分对称性和
准对称性，而把通常严格的对称性视为ＧＮ ＝ ０的情
况；二是在（３），（４），（５），（７）和（８）式中均未出现
ηα，根据文献［９］，已知ξｏ ，ξα，可以计算出ηα ．

３ 应用Ｎｏｅｔｈｅｒ理论求解Ｈａｍｉｌｔｏｎ系
统动力学逆问题

　 　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统动力学逆问题提法．
已知系统一组相容而且独立的第一积分

Ｉｉ ＝ Ｉｉ（ｔ，ｑ，ｐ）＝ ｃｏｎｓｔ．
（ｉ ＝ １，…，ｍ ≤ ２ｎ）， （９）

构建系统可以容许的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ），使
上述第一积分均为系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，同时确
定与每一个第一积分对应的对称性．

与通常文献中的Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理相比较，这是
新型的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论逆问题．根据上述Ｈａｍｉｌｔｏｎ系
统的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论，可得到

定理１　 对于Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数未知的系统（１），已
知第一积分（６），设其在无限小变换式（３）下，为
Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，则联立求解（４）式和（３）式，或联立
求解（４）式和方程（５）可以得到系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函
数Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ），以及对应的对称变换生成元和规
范函数．

由于方程数少于待求函数的个数，故解不是唯
一的，求解过程中有较大的选择补充条件的自由程
度．因此，当给出的第一积分具有某些特性时，可以
在上述通用解法基础上建立若干特殊解法．

推论１　 若Ｉ
ｔ
＝ ０，则可以选择

（ⅰ）
ξｏ ＝ － １，
ξα ＝ ０，
ＧＮ ＝ ０，
Ｈ ＝ Ｉ（ｑ，ｐ）． （１０）

　 　 （ⅱ）
ξｏ ＝ － ｆ（ｔ）－１，
ξα ＝ ０，

ＧＮ ＝ ０，
Ｈ ＝ ｆ（ｔ）Ｉ（ｑ，ｐ）． （１１）

　 　 （ⅲ）
ξｏ ＝ －

ｄφ
ｄ[ ]Ｉ

－１

，
ξα ＝ ０，

ＧＮ ＝ Ｉ － φ（Ｉ） ｄφｄ[ ]Ｉ
－１

，
Ｈ ＝ φ Ｉ（ｑ，ｐ[ ]） ． （１２）

容易证明，将（１０）—（１２）式代入（４）和（３）式，都能
满足．

已知第一积分，构建Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的另一基本
解法联立求解（４）式与方程（５），可以建立如下专门
的求解程序，以得到待求的Ｈ 函数和对应的对
称性．

首先，用（６）式所给Ｉ代替（４）式中ＩＮ ，并将
（４）式两边对ｐα 求偏导数，同时结合方程（５）中第
二组方程，得

ξα ＝
Ｈ
ｐα
ξｏ ＋

Ｉ
ｐα
． （１３）

应当指出，（１３）式即（７）式．其次，将（４）式两边分
别对ｔ和ｑα 求偏导数，再与（１３）式一起代入方程
（５）第一式，得

Ｉ
ｔ
＋ Ｉ
ｑα
Ｈ
ｐα
－ Ｉ
ｐα
Ｈ
ｑα

＝ ０ ． （１４）
利用Ｐｏｉｓｓｏｎ括号，上式可以改写成

Ｉ
ｔ
＋ Ｉ，[ ]Ｈ ＝ ０ ． （１５）

（１４）或（１５）式所表达的正是Ｉ为守恒量（第一积
分）的条件［１，１６］，通过Ｎｏｅｔｈｅｒ理论重新导出，说明
分析力学理论的自?，但在这里将把（１４）式看成由
Ｉ求Ｈ的偏微分方程，解方程（１４）可以求得系统Ｈ
函数，再与（１３）式一起代入（４）式，得

ｐα
Ｈ
ｐα

( )－ Ｈ ξｏ ＝ Ｉ － ｐα
Ｉ
ｐα
－ ＧＮ ． （１６）

由（１３）和（１６）式可以得到对应的对称变换，同样要
指出，解不是唯一的，求解时应引入补充条件．例
如取

ＧＮ ＝ Ｉ － ｐα
Ｉ
ｐα
，

得
ξｏ ＝ ０，ξα ＝ Ｉｐα ． （１７）

　 　 由上述论证，可以得到
定理２　 对于Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数未知的系统（１），已

知第一积分（６），设其在无限小变换式（３）下，为
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Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，则联立求解（１４）式，（１３）式和（１６）
式，可以得到系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ），以及
对应的对称变换生成元和规范函数．

问题回到由（９）式给定的一组第一积分，求系
统可以容许的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．利用Ｎｏｅｔｈｅｒ理论的
通用解法，有两条路径：路径一是先求出与每个第
一积分对应的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数集合，再找出ｍ个集合
中的共同元素，这就是待求的与ｍ个第一积分对应
的函数Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ），一般说来，解不是唯一的；路径二
是先求出一个第一积分对应的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数集合，
然后将集合中每个Ｈ函数与其余的第一积分代入
（１４）式检验，只有使其余第一积分都满足（１４）式
的，才是待求的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．应当指出，在实际求
解过程中，要找到与一个积分对应的全部Ｈａｍｉｌｔｏｎ
函数是很困难的．

４ 两个直接由Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数导出守恒
量的推论

　 　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学中，由函数Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ）的结构，可
以直接导出守恒量［１，１６］，例如

若Ｈ
ｔ
＝ ０，则Ｈ ＝ ｃｏｎｓｔ．

若Ｈ
ｑβ

＝ ０，则ｐβ ＝ ｃｏｎｓｔ． （β为特定值），
等等．在推导（１１）和（１２）式的过程中，实际上用
Ｎｏｅｔｈｅｒ理论证明了下面两个推论．

推论２　 若系统Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数是时间函数ｆ（ｔ）
和与时间无关的正则变量函数Ｉ（ｑ，ｐ）的乘积，即

Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ）＝ ｆ（ｔ）Ｉ（ｑ，ｐ），
则函数Ｉ（ｑ，ｐ）是系统的守恒量．

推论３　 若系统Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数是与时间无关的
正则变量函数Ｉ（ｑ，ｐ）的复合函数，即

Ｈ（ｑ，ｐ）＝ φ Ｉ（ｑ，ｐ[ ]），
则函数Ｉ（ｑ，ｐ）是系统的守恒量．

上述两个推论还可以组成新的推论，例如，若
Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ）＝ ｆ（ｔ）φ Ｉ（ｑ，ｐ[ ]），则Ｉ（ｑ，ｐ）＝ ｃｏｎｓｔ． ．

５ 算　 例
　 　 例１ 　 （ⅰ）已知系统一个第一积分为

Ｉ ＝ １
２
ｐ２， （１８）

构建系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ和对应的对称变换．
（ⅱ）设系统的另一个第一积分为

Ｉ′ ＝ γｑ － ｅγｔ ｐ， （１９）
确定系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．

将（１８）式中Ｉ代入（１４）式得
１
２
ｐ２ ＝ ｐξ － Ｈξｏ ＋ ＧＮ ． （２０）

此方程的解很多，例如
Ｈ ＝ １

２
ｐ２，ξｏ ＝ － １，ξ ＝ ０，ＧＮ ＝ ０， （２１）

Ｈ ＝ １
２
ｐ２，ξｏ ＝ ０，ξ ＝ ｐ，ＧＮ ＝ － １２ ｐ

２， （２２）

Ｈ ＝ １
２
ｅγｔ ｐ２，ξｏ ＝ － ｅ －γｔ，ξ ＝ ０，ＧＮ ＝ ０，（２３）

Ｈ ＝ １
２
ｅγｔ ｐ２，ξｏ ＝ ０，ξ ＝ ｐ，ＧＮ ＝ － １２ ｐ

２，（２４）

Ｈ ＝ １
４
ｐ４，ξｏ ＝ － １ｐ２，ξ ＝ ０，ＧＮ ＝

１
４
ｐ２，（２５）

Ｈ ＝ １
２ ｐ２ ＋ ｑ( )２ ，ξｏ ＝ － １，

ξ ＝ ０，ＧＮ ＝ － １２ ｑ
２， （２６）

Ｈ ＝ １
２
ｅγｔ ｐ２ ＋ ｑ( )２ ，

ξｏ ＝ － ｅ
－γｔ，ξ ＝ ０，ＧＮ ＝ － １２ ｑ

２， （２７）
等等．将解（２１）—（２７）代入（３）式检验，得解（２６）
和（２７）应当弃去．不难看出，解（２１）—（２５），还可
以利用（１３），（１４）和（１６）式求出，或直接利用
（１０），（１１）和（１２）式得到．

对于第一积分式（１９），代入（１４）式得
－ γｅγｔ ｐ ＋ γ Ｈ

ｐ
＋ ｅγｔ Ｈ

ｑ
＝ ０ ． （２８）

此方程的解也不是唯一的．例如
Ｈ ＝ １

２
ｅγｔ ｐ２， （２９）

Ｈ ＝ １
２
ｅγｔ ｐ２ － ｅγｔ ｐ ＋ γｑ， （３０）

Ｈ ＝ γｐｑ － γ
２

２
ｑ２ ｅ －γｔ， （３１）

等等．由（２３）和（２９）式，可得系统一个Ｈａｍｉｌｔｏｎ函
数为

Ｈ ＝ １
２
ｅγｔ ｐ２ ．

例２　 已知系统４个第一积分为
Ｉ１ ＝

１
２ ｐ２１ ＋ ｐ( )２

２ ＋ ｑ２，Ｉ２ ＝ ｐ１，
Ｉ３ ＝ ｐ２ ＋ ｔ，Ｉ４ ＝ ｑ１ － ｐ１ ｔ， （３２）

求系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．
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首先，求与Ｉ１对应的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．由于
Ｉ１
ｔ
＝

０，故由（１０）和（１１）式得
Ｈ１ ＝

１
２ ｐ２１ ＋ ｐ( )２

２ ＋ ｑ２， （３３）

Ｈ２ ＝ ｆ（ｔ） １２ ｐ２１ ＋ ｐ( )２
２ ＋ ｑ[ ]２ ． （３４）

还可以将Ｉ１代入方程（１４）求解，对Ｉ１方程（１４）写成
－ ｐ１

Ｈ
ｑ１
－ ｐ２

Ｈ
ｑ２
＋ Ｈ
ｐ２

＝ ０ ． （３５）
此方程解除上述Ｈ１ 和Ｈ２ 外，还有

Ｈ３ ＝ ｐ１ ｐ２ ＋ ｑ１， （３６）
Ｈ４ ＝ ｇ（ｔ） ｐ１ ｐ２ ＋ ｑ( )

１ ， （３７）
等等．对Ｉ２，Ｉ３和Ｉ４不再分别求出对应的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函
数，而是用守恒量条件（１４）式检验．

将Ｉ２与Ｈ１代入（１４）式成立；Ｉ２与Ｈ２代入（１４）
式成立；Ｉ２ 与Ｈ３ 代入（１４）式不成立；Ｉ２ 与Ｈ４ 代入
（１４）式不成立，故Ｈ３ 与Ｈ４ 弃去．

将Ｉ３与Ｈ１代入（１４）式成立；Ｉ３与Ｈ２代入（１４）
式不成立，故Ｈ２ 弃去．

将Ｉ４与Ｈ１代入（１４）式成立，故（３３）式的Ｈ１是
待求的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．

６ 讨论与结论
　 　 本文研究了Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ理论与动力

学逆问题的关系，给出利用Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性理论，从
第一积分构建系统Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数以及导出对应对
称变换的通用解法和若干特殊解法．本文结果可以
概括成：

１ 提出新型的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ理论逆问
题，由守恒量构建系统的动力学特征函数Ｈ；同时
对通常的Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理而言，也是一个突破和发
展，在确定动力学特征函数Ｈ的同时，求出与守恒
量对应的对称变换生成元和规范函数．

２ 发展了动力学逆问题，直接利用Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称理论从第一积分求Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的动力学特征
函数Ｈ，不需要先从第一积分求出运动微分方程，
再将方程改写成自伴随形式后计算动力学特征函
数；换句话说，对于由运动微分方程导出动力学特
征函数问题，提供了一条新的路径，即先求出第一
积分，再构建动力学特征函数．

３ 对Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，给出了由第一积分导出
Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数以及Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换的通用解法和
若干特殊解法，全面讨论了Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统动力学特
征函数、对称变换和运动守恒量三者之间的联系和
转换关系．

４ 在上述讨论过程中，得到了由Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数
直接导出守恒量的两条推论．

本文的研究可以推广到Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统和
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统．
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