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　 　 利用双模近似方法研究了一维双组分玻色爱因斯坦凝聚体（ＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎ ｃｏｎｄｅｎｓａｔｅｓ，ＢＥＣｓ）的量子隧穿特
性．从描述三维双组分ＢＥＣｓ系统的ＧｒｏｓｓＰｉｔａｅｖｓｋｉｉ方程（ＧＰＥ）出发，得到了描述一维体系的ＧＰ方程．把体系波函
数写成原子数和相位指数的乘积，得到描述体系隧穿特性的费曼方程．数值求解费曼方程，研究了原子之间相互作
用（双组分ＢＥＣｓ体系原子之间的相互作用包括组分内部原子之间的相互作用和不同组分原子之间的相互作用）
对隧穿特性的影响．结果显示，当原子之间的相互作用较弱时，体系发生量子隧穿现象，表现为原子数在平衡位置
附近作周期振荡；随着原子之间相互作用增强，体系经历一个临界状态，进入自俘获状态，即由于原子之间相互作
用的存在，在对称双势阱中演化的ＢＥＣｓ可以呈现出原子数高度的不对称分布，好像绝大数原子被其中一个势阱俘
获．从隧穿到自俘获原子之间的相互作用存在一个临界值，从而体系的能量也对应一个临界值，根据体系的哈密顿
函数，就能求出相互作用临界值的表达式．
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１ 引 言
约瑟夫森效应［１］是宏观量子干涉现象的直接

证明，在凝聚态物理，量子光学和冷原子物理等领
域有重要的理论和实际意义［２］．约瑟夫森效应是
１９６１年约瑟夫森从理论上预言的效应，在约瑟夫森
结两端加上直流电压，会在结中引起射频交变振荡
电流，若在此直流电压上进一步加上一定频率的射
频交变振荡电压，则会在结中引起直流电流．约瑟
夫森效应已经在超导和超流以及ＢＥＣｓ体系中实
现，尤其在ＢＥＣｓ体系中呈现出其它系统中没有的
丰富的隧穿现象［３—５］．单组分ＢＥＣ置于双势阱中的
量子隧穿效应在理论上已有大量的研究，主要考虑
了双势阱中由于原子数和相位差值引起原子数的
量子隧穿［６—１４］．实验上实现了弱相互作用多组分原
子体系的玻色爱因斯坦凝聚［１５—１８］给研究约瑟夫森
效应提供了新的实验平台，大量的研究集中于双势
阱或单势阱中混合ＢＥＣｓ或分离ＢＥＣｓ的量子隧穿
特性［１９—２９］．

本文利用双模近似方法研究了一维双组分玻

色－爱因斯坦凝聚体系的量子隧穿特性．从描述三
维双组分ＢＥＣｓ系统的ＧｒｏｓｓＰｉｔａｅｖｓｋｉｉ方程（ＧＰＥ）
出发，得到了描述一维体系的ＧＰ方程和其对应的
无量纲形式．为了研究双势阱中双组分ＢＥＣｓ的隧
穿特性，把波函数写成原子数和相位指数的乘积，
得到描述体系隧穿特性的费曼方程．双组分ＢＥＣｓ
体系由于组分之间原子相互作用的存在，费曼方程
中出现了组分之间的相互作用项，可以呈现出单组
分ＢＥＣ系统没有的隧穿现象．数值求解费曼方程，
研究了原子之间相互作用对隧穿特性的影响．结
果显示，当原子之间的相互作用较弱时，体系发生
量子隧穿现象，表现为粒子数在平衡位置附近作周
期振荡；最有意义的是随着原子之间相互作用增
强，体系经历一个临界状态，进入自俘获状
态［４，５，１９，３０—３２］，即由于原子之间相互作用的存在，在
对称双势阱中演化的ＢＥＣｓ可以呈现高度的不对称
分布，好像绝大多数原子被其中一个势阱俘获．从
隧穿到自俘获原子之间的相互作用存在一个临界
值，从而体系的能量也对应一个临界值，根据体系
的哈密顿函数，可以给出对应的原子相互作用临界
值的表达式，从而给出关于自俘获现象的一般结论．
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２ 模　 型
在三维情况下，描述双组分ＢＥＣｓ体系动力学

行为的ＧｒｏｓｓＰｉｔａｃｖｓｋｉｉ方程（ＧＰＥ）为
ｉ
Φ ｋ（ｒ，ｔ）
ｔ [＝ － 

２

２ｍｋ
２ ＋ Ｖｋ（ｒ）

＋ Ｕｋｋ ｜ Φ ｋ（ｒ，ｔ）｜ ２

＋ Ｕｋｌ ｜ Φ ｌ（ｒ，ｔ）｜ ]２ Φ ｋ（ｒ，ｔ），（１）
２ ＝ ２ ／ ｘ２ ＋ ２ ／ ｙ２ ＋ ２ ／ ｚ２，其中ｋ，ｌ ＝ １，２，ｋ≠ ｌ．
ｍｋ 是ｋ组分单个原子的质量．相互作用系数Ｕｋｋ ＝
４π２ａｋｋ ／ ｍｋ 和Ｕｋｌ ＝ ２π２ａｋｌ ／ ｍｋｌ，其中ｍｋｌ ＝ ｍｋｍｌ ／
（ｍｋ ＋ ｍｌ）是约化质量． Ｕｋｋ和Ｕｋｌ分别代表相同组分
原子之间和不同组分原子之间的相互作用．宏观波
函数Φ ｋ（ｒ，ｔ）满足归一化条件∫ ｜ Φ ｋ（ｒ，ｔ）｜ ｄｒ ＝ Ｎｋ ．
Ｖｋ（ｒ）是第ｋ组分原子所感受到的外势作用．在一般
的理论研究中，取ｍ≡ｍ１ ＝ ｍ２ 和Ｖ≡Ｖ１ ＝ Ｖ２ ．

当势阱的横向囚禁频率远大于轴向囚禁频率
时，ＢＥＣｓ体系可看成准一维模型，其横向处于基态，
波函数分解为

Φ ｋ（ｒ，ｔ）＝ Ψ ｋ（ｘ，ｙ；ｔ）φ ｋ（ｚ，ｔ）， （２）
其中Ψ ｋ（ｘ，ｙ；ｔ）是横向的基态波函数

Ψ ｋ（ｘ，ｙ；ｔ）＝ １
πｌ２ｋ槡⊥

ｅｘｐ － ｘ
２ ＋ ｙ２

２ ｌ２ｋ
( )

⊥

× ｅｘｐ（－ ｉω ｋ⊥ ｔ）， （３）
ｌｋ⊥ ＝ （ｍω ｋ槡 ⊥是体系横向的波包宽度．利用横向
体系波函数满足的基态方程，积分可以得到一维体
系对应的ＧＰＥ，

ｉ
φ ｋ（ｚ，ｔ）
ｔ [＝ － 

２

２ｍ
２

ｚ２
＋ Ｖ（ｚ）

＋ Ｇｋｋ ｜ φ ｋ（ｚ，ｔ）｜ ２

＋ Ｇｋｌ ｜ φ ｌ（ｚ，ｔ）｜ ]２ φ ｋ（ｚ，ｔ），（４）
研究宏观量子随穿效应，势阱采用双势阱模型

Ｖ（ｚ）＝ １
２
ｍω２ｚ ｚ

２ ＋ Γｅｘｐ － ｚ
２

Λ( )２ ， （５）
其中Γ和Λ分别是势垒的高度和宽度．相互作用系
数Ｇｋｋ ＝ Ｕｋｋ ／ ２πｌ２ｋ⊥，Ｇｋｌ ＝ Ｕｋｌ ／（πｌ２ｋ⊥ ＋ πｌ２ｌ⊥）．

考虑无量纲化形式ｚ′ ＝ ｚ ／ ｌｚ，ｔ′ ＝ ｔ ／（２ ／ ω ｚ）和
ψ ｋ（ｚ′，ｔ′）＝ φ ｋ（ｚ，ｔ）／ Ｎｋ ／ ｌ槡 ｚ，其中ｌｚ ＝  ／ ｍω槡 ｚ，可
以得到（为了方便，省去”／”）

ｉ
ψ ｋ（ｚ，ｔ）
ｔ [＝ － 

２

ｚ２
＋ Ｖ（ｚ）

＋ ｇｋｋ ｜ ψ ｋ（ｚ，ｔ）｜ ２

＋ ｇｋｌ ｜ ψ ｌ（ｚ，ｔ）｜ ]２ ψ ｋ（ｚ，ｔ）， （６）
势阱

Ｖ（ｚ）＝ ｚ２ ＋ γｅｘｐ － ｚ
２

λ( )２ ， （７）

相互作用系数ｇｋｋ ＝ ４Ｎｋａｋｋ ／ ｌｚν，ｇｋｌ ＝ ４Ｎｌａｋｌ ／ ｌｚν，已经
假定了ω１⊥ ＝ ω２⊥ ＝ ω⊥和ω１ ｚ ＝ ω２ ｚ ＝ νω⊥ ．

３ 隧穿分析
为了研究双势阱中双组分ＢＥＣｓ体系的量子隧

穿特性，把波函数写成
ψ ｋ（ｚ，ｔ）＝ ａｋ１（ｔ）ｂｋ１（ｚ）＋ ａｋ２（ｔ）ｂｋ２（ｚ）， （８）

其中ａｋｉ（ｔ）＝ Ｎｋｉ ／ Ｎ槡 ｋ ｅｘｐ［ｉθｋｉ（ｔ）］，｜ ａｋ１（ｔ）｜ ２ ＋
｜ ａｋ２（ｔ）｜ ２ ＝ Ｎｋ１ ／ Ｎｋ ＋ Ｎｋ２ ／ Ｎｋ≡１，代入方程（６）得到
描述双组分ＢＥＣｓ体系隧穿特性的费曼方程
ｉ ａｋｉ ＝（Ｅ０ｋｉ ＋ Ｍ ｋｋ，ｉＮｋｉ ／ Ｎｋ ＋ Ｍ ｋｌ，ｉＮｌｉ ／ Ｎｌ）ａｋｉ

－ Ｌ ｋ，ｉｊ ａｋｊ， （９）
其中

Ｅ０ｋｉ ＝ ∫ ｄｄｚ ｂｋｉ
２

ｄｚ ＋ ｜ ｂｋｉ ｜
２Ｖ（ｚ）ｄｚ，

Ｍ ｋｋ，ｉ ＝
ｇｋｋ
Ｎｋ∫ ｜ ｂｋｉ ｜

４ ｄｚ，

Ｍ ｋｌ，ｉ ＝
ｇｋｌ
Ｎｌ∫ ｜ ｂｋｉ ｜

２ ｜ ｂ ｌｉ ｜
２ ｄｚ，

Ｌ ｋ，ｉｊ ＝ ∫ ｄｄｚ ｂｋｉ ｄｄｚ ｂ( )ｋｊ ｄｚ
－ ∫ｂｋｉ Ｖ（ｚ）ｂｋｊｄｚ． （１０）

　 　 双势阱中每一组分原子数的相对差值（Ｔｈｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｉｍｂａｌａｎｃｅ）和相位差（ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｐｈａｓｅ）分别是

ｚｋ（ｔ）＝（Ｎｋ１ － Ｎｋ２）／ Ｎｋ，
φ ｋ（ｔ）＝ θｋ２（ｔ）－ θｋ１（ｔ）． （１１）

从方程（９）和方程（１０）可以得到ｚｋ（ｔ）和φ ｋ（ｔ）的演
化方程

ｚｋ（ｔ）＝ － １ － ｚ２ｋ（ｔ槡 ）ｓｉｎ［φ ｋ（ｔ）］，
φ ｋ（ｔ）＝ ΔＥ ｋ ＋ β ｋｋ ｚｋ（ｔ）＋ β ｋｌ ｚ ｌ（ｔ）

＋
ｚｋ（ｔ）
１ － ｚ２ｋ（ｔ槡 ）

ｃｏｓ［φ ｋ（ｔ）］， （１２）

其中，时间的无量纲形式是２Ｌ ｋ，ｉｊ ｔ→ｔ，相互作用为
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ΔＥ ｋ ＝ Ｅ
０
ｋ１ － Ｅ

０
ｋ２ ＋

１
２
［（Ｍ ｋｋ，１ － Ｍ ｋｋ，２）Ｎｋ

＋ （Ｍ ｋｌ，１ － Ｍ ｋｌ，２）Ｎｌ］，
β ｋｋ ＝

１
２
（Ｍ ｋｋ，１ ＋ Ｍ ｋｋ，２）Ｎｋ，

β ｋｌ ＝
１
２
（Ｍ ｋｌ，１ ＋ Ｍ ｋｌ，２）Ｎｌ ． （１３）

从方程（１２）可以看出，ｚｋ 和φ ｋ 是一组正则变量，满
足哈密顿正则方程ｚｋ ＝ － Ｈｋ ／ φ ｋ，φ ｋ ＝ Ｈｋ ／ ｚｋ，每
一组分的哈密顿函数是

Ｈｋ ＝
β ｋｋ
２
ｚ２ｋ ＋

β ｋｌ
２
ｚｋ ｚｌ ＋ ΔＥ ｋ ｚｋ

－ １ － ｚ２槡 ｋ ｃｏｓφ ｋ ． （１４）
　 　 和力学中的单摆当能量达到一定值之后，单摆
沿正或反两个方向旋转起来类似，双组分ＢＥＣｓ体
系能量超过某一临界值Ｈ ｃ 之后，体系就进入了自俘
获状态，即由于原子之间相互作用的存在，在对称
双势阱中演化的ＢＥＣ可以呈现高度的不对称分布，
〈ｚｋ（ｔ）〉≠０，好像绝大多数原子被其中一个势阱俘
获［３０］，这种现象在实验中已经实现［４，５］．因此据方程
（１４）可以得出体系进入自俘获状态关于原子相互


作用的临界条件是

β ｋｋｃ ＝
２Ｈ ｃ － β１２ｃ ｚｋ（０）ｚｌ（０）－ ΔＥ ｋ ｚｋ（０）＋ ２ １ － ｚ２ｋ（０槡 ）ｃｏｓφ ｋ（０）

ｚ２ｋ（０）
． （１５）

图１　 原子数差值ｚｋ（ｔ）随时间的变化以及相空间（ｚｋ － φｋ）中的定值能量线（ｆ）（β１２ ＝ ０ ５，φ１（０）＝ φ２（０）＝ ０，
ｚ１（０）＝ ０ ６，ｚ２（０）＝ － ０ ６，β１１ ＝ β２２ ＝ １（ａ），８（ｂ），１０（ｃ），１０ ５（ｄ），１１（ｅ））



　 　 数值求解方程（１２），结果如图１，２，３和４所
示．图１给出隧穿特性随组分内部原子之间相互作
用的变化以及相平面（φ ｋ － ｚｋ）上的等值能量线，其
中组分之间原子的相互作用固定不变，β１２ ＝ ０ ５ ．当
组分内部原子相互作用较弱时，发生隧穿现象，表
现为原子数的差值做周期性振荡（图１（ａ）），两组
分原子数差值的振荡是反向的，当一组分原子数的

差值减小时，另一组分原子数的差值增大，两种组
分原子数的振荡不能同步．当组分内部原子的相互
作用增大时，原子数的振荡频率先增大后减小（图１
（ｂ），（ｃ）），这和单组分双模近似的结果是一致
的［３１，３２］．当同种组分原子之间相互作用继续增强
时，体系会经历一个临界状态（图１（ｄ））进入自俘
获状态（图１（ｅ））．图１（ｆ）是用相图（φ ｋ － ｚｋ）上等
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图２　 原子数差值ｚｋ（ｔ）随时间的变化以及相空间（ｚｋ － φｋ）中的定值能量线（ｆ）（β１２ ＝ ０ ５，φ１（０）＝ φ２（０）＝ π，
ｚ１（０）＝ ０ ６，ｚ２（０）＝ － ０ ６，β１１ ＝ β２２ ＝ ０（ａ），１（ｂ），１ ６１１１１１１１（ｃ），２（ｄ），２ ２（ｅ））

图３　 原子数差值ｚｋ（ｔ）随时间的变化以及相空间（ｚｋ － φｋ）中的定值能量线（ｆ）（β１１ ＝ β２２ ＝ １，φ１（０）＝ φ２（０）＝ ０，
ｚ１（０）＝ ０ ６，ｚ２（０）＝ － ０ ６，β１２ ＝ ０（ａ），１（ｂ），２ １１１１１１１（ｃ），３（ｄ），４（ｅ））

值能量线对上述动力学行为的概括．当能量较低 时，其回线接近于圆形，对应于原子数的周期振荡．



３期 李高清等：一维双组分玻色爱因斯坦凝聚体系的量子隧穿特性 １４５３　 　

图４　 原子数差值ｚｋ（ｔ）随时间的变化以及相空间（ｚｋ － φｋ）中的定值能量线（ｆ）（β１１ ＝ β２２ ＝ １，φ１（０）＝ φ２（０）＝ π，
ｚ１（０）＝ ０ ６，ｚ２（０）＝ － ０ ６，β１２ ＝ １（ａ），８（ｂ），１０ ５（ｃ），１１（ｄ），１２（ｅ））

当能量越高时，其回线越扁，且左右两端凸出，渐呈
尖角状，对应于临界状态．当能量进一步增高时，其
轨线不再闭合，对应于自俘获状态．

图２给出的是体系在φ１（０）＝ φ２（０）＝ π，组分
之间原子相互作用保持不变，不同的组分内部原子
相互作用所对应的隧穿演化．图３给出的是体系在
φ１（０）＝ φ２（０）＝ ０，组分内部原子相互作用保持不
变，不同的组分之间原子相互作用所对应的隧穿演
化．图４给出的是体系在φ１（０）＝ φ２（０）＝ π，组分
内部原子相互作用保持不变，不同的组分之间原子
相互作用所对应的隧穿演化．

在所有结果中原子数差值的初始值是相等的，
所不同的是初相位．当组分之间原子相互作用固定
时，０相位进入自俘获状态关于组分内部原子相互
作用的临界值大于π相位进入自俘获状态关于组
分内部原子相互作用的临界值．而当组分内部原子
相互作用固定时，０相位进入自俘获状态关于组分
之间原子相互作用的临界值小于π相位进入自俘
获状态关于组分之间原子相互作用的临界值．另外，
可以看出，等值能量线图在分别固定组分内部
　 　 　

原子相互作用和组分之间原子相互作用时有完全不
同的结果．因此组分内部和组分之间原子相互作用
在双组分ＢＥＣｓ体系的宏观量子隧穿中有完全不同
的作用．

４．结　 论
利用双模近似方法讨论了原子之间的相互作用

对双组分ＢＥＣｓ系统的宏观量子隧穿特性的影响．
双势阱中双组分ＢＥＣｓ的量子隧穿受制于多种因
素，例如初始相位差和原子数差值，势垒高度和宽度
以及原子之间的相互作用．本文主要考虑组分内部
原子之间相互作用和组分之间原子相互作用的影
响．当原子之间的相互作用较弱时，体系发生宏观量
子隧穿现象．当原子之间的相互作用超过一个临界
值以后，体系会进入自俘获状态．另外，运用等值能
量线在相图上对双组分的宏观隧穿特性进行了总
结．重要的是，原子之间的相互作用可以通过
Ｆｅｓｈｂａｃｈ共振技术调节，所以这样的结果可以通过
实验来验证．
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