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　 　 自旋模型在实现量子信息处理中起着很重要的作用．将自旋之间的海森堡相互作用作为最基本量子比特之间
的相互作用，将会使量子比特之间产生量子纠缠；同时忽略掉自旋之间相互作用的各向异性可直接用来实现
（ｓｗａｐ）ｎ量子门，再配以单量子比特旋转门，可构成完备的量子计算基本门．事实上，各向异性相互作用是存在于任
何固态材料中的，其对实现量子逻辑门的影响很值得研究．本文讨论了在非均匀外场下ＸＹＺ模型的双量子比特
ｓｗａｐ门的实现问题，给出非均匀外场以及各向异性相互作用导致的ｓｗａｐ门操作的误差．
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１ 引 言
众所周知，在量子计算中ＣＮＯＴ门起着很重要

的作用．人们已经证明任何多量子比特系统的幺正
变换都能够通过单比特门和ＣＮＯＴ门联合实现，即
ＣＮＯＴ门是通用门．在以自旋为基础的方案中，单
量子比特门对应于单自旋的旋转，而双量子比特门
的实现则主要是基于自旋间的交换相互作用．在所
有的双量子比特门中，交换门Ｕ ｓｗａｐ（ Ψ〉 Φ〉）
＝ Φ〉 Ψ〉［１］起着基础性的作用．尽管交换门
本身并不是通用门，但是人们已经证明可以通过单
比特门和（Ｕ ｓｗａｐ）１ ／ ２ 的联合实现构建ＣＮＯＴ门的操
作［２］，这也意味着（Ｕ ｓｗａｐ）１ ／ ２ 是普适的．

量子计算的最终实现必然要求多量子比特的
集成，这将对原子、分子体系造成挑战．尽管在固态
量子计算方案（核磁共振、超导、量子点）中还没有
成功演示控制的单量子比特操作，但是原则上可以
实现多量子比特的规模集成化．固态方案里各种被
考虑作为量子比特的微观自由度中，电子或核自旋

由于是天然的双态系统，且相对于其他自由度有更
长的相干时间而备受青睐．利用自旋来表示量子比
特是因为自旋自由度在许多物理系统中可以用作
量子比特，或作为量子比特的等效模型．自旋之间
的海森伯相互作用可以在量子点、原子核自旋、电
子自旋和光点阵等许多物理系统中实现．目前基于
自旋与自旋之间的海森伯相互作用构造量子纠缠
出现了大量工作［３—８］． 但是，目前利用自旋间交换
相互作用构造量子逻辑门的研究甚少．文献［９］和
［１０］详细研究了考虑自旋轨道耦合在内的双量子
比特各向同性的ＸＸＸ模型和非均匀外场中ＸＸＺ模
型的ｓｗａｐ门操作，文献［１１］利用代数动力学方法
对三粒子自旋ＸＸＺ模型进行了严格求解，讨论了一
位量子逻辑门操作的实现问题．事实上在实际的固
体材料中自旋之间的相互作用通常是各向异性的，
也就是说在空间三个方向自旋之间的耦合都具有
不同的强度．本文主要集中于非均匀外场下双量子
比特系统ＸＹＺ模型的ｓｗａｐ门操作，给出了非均匀
外场和自旋交换相互作用的各向异性对实现ｓｗａｐ
门的影响，进一步分析了实现ｓｗａｐ操作的误差．
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２ 模型与体系解
　 　 在非均匀磁场中，交换相互作用各向异性的两
自旋之间的哈密顿量可以写为
Ｈ ＝ １

２
［Ｊ（１ ＋ ν）σ ｘ１σ ｘ２ ＋ Ｊ（１ － ν）σ ｙ１σ ｙ２
＋ Ｊｚσ

ｚ
１σ

ｚ
２ ＋ （Ｂ ＋ ｂ）σ ｚ１ ＋ （Ｂ － ｂ）σ ｚ２］，（１）

其中ν描述了ｘ ，ｙ方向的自旋耦合作用的差别，
ｂ ，Ｂ分别代表外磁场的非均匀和均匀部分且Ｂ ≥
０ ． Ｊ和Ｊｚ 是实的耦合系数，两者都大于零对应于反
铁磁耦合，都小于零对应于铁磁耦合［１２］．

在标准基矢１１〉， １０〉， ０１〉， ００〉下，很容
易得出体系的本征值

Ｅ１ ＝ － ｂ２ ＋ Ｊ槡 ２ －
Ｊｚ
２
，

Ｅ２ ＝ ｂ２ ＋ Ｊ槡 ２ －
Ｊｚ
２
，

Ｅ３ ＝
１
２
（Ｊｚ － ２ Ｂ２ ＋ （Ｊν）槡 ２），

Ｅ４ ＝
１
２
（Ｊｚ ＋ ２ Ｂ２ ＋ （Ｊν）槡 ２）， （２）

相应的本征态为
ψ１〉 ＝ ξ －

ξ２－ ＋槡 １
１０〉＋ １

ξ２－ ＋槡 １
０１〉，

ψ２〉 ＝ ξ ＋ 　
ξ２＋ 　 ＋槡 １

１０〉＋ １

ξ２＋ 　 ＋槡 １
０１〉，

ψ３〉 ＝ ζ －
ζ２－ ＋槡 １

１１〉＋ １

ζ２－ ＋槡 １
００〉，

ψ４〉 ＝ ζ ＋ 　
ζ２＋ 　 ＋槡 １

１１〉＋ １

ζ２＋ 　 ＋槡 １
００〉，（３）

其中
ξ ± ＝（ｂ ± ｂ２ ＋ Ｊ槡 ２）／ Ｊ，
ζ ± ＝（Ｂ ± Ｂ２ ＋ （Ｊν）槡 ２）／（Ｊν）．

假定初态为

ψ（０）〉＝ １０（
α１
β１
） （α２

β２
）１０

＝ α１α２ １１〉＋ α１β２ １０〉
＋ β１α２ ０１〉＋ β１β２ ００〉，

则在上述哈密顿量（１）的演化下该态演化为
Ψ（ｔ）〉＝ ａ（ｔ） １１〉＋ ｂ（ｔ） １０〉

＋ ｃ（ｔ） ０１〉＋ ｄ（ｔ） ００〉． （４）

令η ＝ Ｂ２ ＋ （Ｊν）槡 ２，ε ＝ ｂ２ ＋ Ｊ槡 ２ ． 并借助（３）式，
可以求得

ａ（ｔ）＝ ｅ － ｉＪｚｔ ／ ２（Ａｅｉηｔ ＋ Ｂｅ － ｉηｔ）／ ２，
Ａ ＝ １ － Ｂ( )η α１α２ －

Ｊν
η
β１β２，

Ｂ ＝ １ ＋ Ｂ( )η α１α２ ＋
Ｊν
η
β１β２；

ｂ（ｔ）＝ ｅｉＪｚｔ ／ ２Ｃ（ｅｉＪｔ － ｅ － ｉＪｔ）／ ２，
Ｃ ＝ － Ｊ

ε
α２β１ －

ｂ
ε
α１β２；

ｃ（ｔ）＝ ｅｉＪｚｔ ／ ２Ｄ（ｅｉＪｔ － ｅ － ｉＪｔ）／ ２，
Ｄ ＝ ｂ

ε
α２β１ －

Ｊ
ε
α１β２；

ｄ（ｔ）＝ ｅ － ｉＪｚｔ ／ ２（Ｅｅｉηｔ ＋ Ｆｅ － ｉηｔ）／ ２，
Ｅ ＝ － Ｊν

η
α１α２ ＋ １ ＋ Ｂ( )η β１β２；

Ｆ ＝ Ｊν
η
α１α２ ＋ １ － Ｂ( )η β１β２  （５）

３ ｓｗａｐ门操作误差分析
　 　 假定初态为φ（０） ＝ φ１（１，０） φ２（２，０），括
号中的第一项和第二项分别指自旋序数和时间．如
果在体系哈密顿量的作用下在某个时间演化为φ ＝
φ２（２，０） φ１（１，０），那么理想的ｓｗａｐ操作就实现
了． ｓｗａｐ操作实质上是将一个直积态演化为另一个
直积态．但由于自旋之间交换相互作用，两自旋的
态一般会相互纠缠．仅在某些特定的时间会演化为
非纠缠态．可以通过检验一个态在非纠缠的时候是
否对应于量子态的交换来论证ｓｗａｐ操作是否具有
可实施性［４］．

根据（４）和（５）式，可以得到体系在任意时刻的
密度矩阵ρ１２ ＝ Ψ（ｔ）〉〈Ψ（ｔ） ．如果两量子比特
体系处于一个直积态，那么其中任意一个自旋态必
须是纯态．可以写出其中一个自旋的约化密度矩
阵为

ρ１ ＝
ρ１↑↑ ρ１↑↓
ρ１↓↑ ρ１( )

↓↓

，

ρ１↑↑ ＝ ａ（ｔ） ２ ＋ ｂ（ｔ） ２，
ρ１↓↓ ＝ ｃ（ｔ） ２ ＋ ｄ（ｔ） ２，
ρ１↑↓ ＝ ａ（ｔ）ｃ（ｔ）＋ ｂ（ｔ）ｄ（ｔ），
ρ１↓↑ ＝ ρ


１↑↓ ． （６）

从文献［４］知道，当ν ＝ ０，ｂ ＝ ０时，为了实现ｓｗａｐ
操作，第一个自旋应该达到的状态为
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ψ１理想〉＝ α２ １〉＋ （－ １）
ｎ －ｍ
２ β２ ｅ

ｉＢｔ ０〉，（７）
其中ｎ与ｍ是整数．此时除了附加的位相外（附加
的位相可以通过单自旋的旋转得以纠正），理想的
ｓｗａｐ操作已经实现．可以计算出在ν ≠ ０，ｂ ≠ ０时
其中一个自旋态演化到ψ１理想〉上的概率ｐ，进而
用Δ ＝ １ － ｐ来估算实际ｓｗａｐ门与理想交换门之间
的误差

ｐ ＝ α２
 （－ １）ｎ －ｍ２ β２ ｅ － ｊ( )Ｂｔ ρ１

α２

（－ １）ｎ －ｍ２ β２ ｅｊ






Ｂｔ
，

（８）
很容易得到

ｐ ＝［１
４
（ Ａ ２ ＋ Ｂ ２）＋ Ｃ ２］ α２ ２

[＋ １
４
（ Ｅ ２ ＋ Ｆ ２）＋ Ｄ ]２ β２

２

[＋ １
４
（ＡＢ α２ ２ ＋ ＥＦ β２

２）

－ １
２
（ＡＤ ＋ ＣＦ）α２  β ]２ ｅｉ２Ｂｔ

[＋ １
４
（ＡＢ α２ ２ ＋ ＥＦ β２

２）

－ １
２
（ＡＤ ＋ ＣＦ）α２β２ ] ｅ － ｉ２Ｂｔ

－ １
２
［（ＢＤ ＋ ＣＥ）α２ β２

＋ （ＢＤ ＋ ＣＥ）α２β２ ］． （９）
利用ａｅｉφｅｉφ（ｔ） ＋ ａｅ － ｉφｅ － ｉφ（ｔ） ＝ ２ａｃｏｓ（φ ＋ φ（ｔ））∈
［－ ２，２］，（９）式可以得到最大概率与最小概率的解
析表达式

ｐｍｉｎ ＝ Ρ － Ｑ；ｐｍａｘ ＝ Ρ ＋ Ｑ， （１０）
其中

[Ｐ ＝ １
４
（ Ａ ２ ＋ Ｂ ２）＋ Ｃ ]２ α２

２

[＋ １
４
（ Ｅ ２ ＋ Ｆ ２）＋ Ｄ ]２ β２

２

－ １
２
［（ＢＤ ＋ ＣＥ）α２  β２

＋ （ＢＤ ＋ ＣＥ）α２β２］；
Ｑ ＝ １

２
（ＡＢ α２ ２ ＋ ＥＦ β２

２）

－ （ＡＤ ＋ ＣＦ）α２ β２ ． （１１）
令μ ＝ Ｊν ／ Ｂ，δ ＝ ｂ ／ Ｊ ，并且假定都为小量，在计算中
只保留其二阶小量．

Ｐ ＝（１ － １
２ μ

２）（ α１α２２ ２ ＋ β１β
２
２
２）

＋ （１ － δ２）（ α２２β１ ２ ＋ α１β
２
２
２）

＋ １
４ μ

２ δ（α１α２ β１ β２
＋ α１

α２β１β２
）（ α２ ２ － β２

２）
＋ １
４ μδ

２（α１ α２ β１β２
＋ α１α２β１

 β２
）（ α２ ２ － β２

２）
＋ （２ ＋ １

４ μ
２ δ２） α２β２ ２

－ １
２ μδ
［（α２  β２）２ ＋ （α２β２）２］；

Ｑ ＝ １
２
（ α１α２ ２ － α１β２

２ ＋ β２
４）μ２

－ １
２
（μ２ δα１α２ β１ β２

＋ μδ２α１
α２

 β１β２）（ α２ ２ － β２
２）

－ １
４ μ

２ δ２ α２β２
２ ＋ μδ（α２  β２）２  （１２）

４ 计算结果讨论
　 　 显然，当δ，μ ≠ ０时，无论是ｐｍｉｎ 还是ｐｍａｘ 都与
α１，α２，β１，β２ 的相位有关，这不方便给出直观图像，
讨论两种特殊情况．

１）均匀磁场Ｂ很大或者ｘ，ｙ方向耦合相差很
小，也即μ → ０，可以得到
ｐ ＝ ｐｍａｘ ＝ ｐｍｉｎ ＝ １ － （ α２２β１ ２ ＋ α１β

２
２
２）δ２；

Δ ＝ １ － ｐ ＝ （ α１ ２ － ２ α１
２ α２

２

＋ α２
４）δ２ ． （１３）

图１　 均匀磁场Ｂ很大或者ｘ，ｙ方向耦合相差很小时ｓｗａｐ操作
的误差
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从图１可以看出，当（ α１ ， α２ ）＝ （０，０）或（１，
１）附近时，ｓｗａｐ的误差达到最小；当（ α１ ， α２ ）
＝（０，１）或（１，０）附近时，交换门的误差达到最大，
值为δ２ 由非均匀磁场ｂ和Ｊ共同决定，而与磁场的
均匀部分没有关系．

２）δ ＝ ０，或者说δ μ，即非均匀磁场很小时，
ｐｍｉｎ ＝ １ － （１ － α１

２ － ２ α２
２

＋ ２ α１
２ α２

２ ＋ α２
４）μ２；

ｐｍａｘ ＝ １；
Δｍｉｎ ＝ １ － ｐｍａｘ ＝ ０；
Δｍａｘ ＝ １ － ｐｍｉｎ ＝ （１ － α１

２ － ２ α２
２

＋ ２ α１
２ α２

２ ＋ α２
４）μ２ ． （１４）

图２　 δ ＝ ０，或者说δ  μ，时ｓｗａｐ的最大误差

　 　 由图２ 可以很明显地看出，在靠近（ α１ ，
α２ ）＝（０，１）或者（１，０）处ｓｗａｐ门的最大误差
Δｍａｘ 最小值为０；而在（ α１ ， α２ ）＝ （０，０）或者
（１，１）处ｓｗａｐ门的最大误差最大，值为μ２ ，由均匀
磁场Ｂ，Ｊ和ν共同决定，而与磁场的非均匀部分没
有关系．

３）δ与μ为任意值时，ｓｗａｐ门的误差不仅与初
始态的幅度有关，而且也与初始态的相位有关系．
误差的最大值为Δｍａｘ ＝ Ｘ ＋ Ｙ ，最小值为Δｍｉｎ ＝ Ｘ －
Ｙ其中

Ｘ ＝ １
２ μ

２（ α１α２２ ２ ＋ β１β
２
２
２）

＋ δ２（ α２２β１ ２ ＋ α１β
２
２
２）

－ １
４ μ

２ δ（α１α２ β１  β２
＋ α１

α２β１β２
）（ α２ ２ － β２

２）

－ １
４ μδ

２（α１ α２  β１β２
＋ α１α２β１

 β２
）（ α２ ２ － β２

２）

－ １
４ μ

２ δ２ α２β２
２ ＋ １
２ μδ
［（α２  β２）２

＋ （α２β２ ）２］；
Ｙ ＝ １

２
（ α１α２ ２ － α１β２

２ ＋ β２
４）μ２

－ １
２
（μ２ δα１α２ β１  β２

＋ μδ２α１
α２

 β１β２）（ α２ ２ － β２
２）

－ １
４ μ

２ δ２ α２β２
２ ＋ μδ（α２  β２）２ ． （１５）

５ 结　 论
　 　 本文详细研究了自旋间相互作用的各向异性以
及外磁场对实现ｓｗａｐ门的影响．给出了一般情况下
实际ｓｗａｐ与理想ｓｗａｐ门之间的误差表达式，并对特
殊情况给予了直观描述：在均匀磁场Ｂ很大或者ｘ，ｙ
方向耦合相差很小时，ｓｗａｐ门的误差为Δ ＝ （ α１ ２

－ ２ α１
２ α２

２ ＋ α２
４）δ２ ，其幅度由非均匀磁场ｂ

和Ｊ共同决定，而与磁场的均匀部分没有关系． 此结
论与参考文献［１０］中得到的结论是一致的；在外加非
均匀磁场比较小时ｓｗａｐ门实现的最大误差为Δｍａｘ ＝
（１ － α１

２ － ２ α２
２ ＋ ２ α１

２ α２
２ ＋ α２

４）μ２ ，其
幅度由均匀磁场Ｂ，Ｊ和ν共同决定，而与磁场的非均
匀部分没有关系；一般情形下误差介于Δｍｉｎ与Δｍａｘ之
间，不仅依赖于外加磁场和自旋间耦合作用强度，还
与初始态的幅值和相位都有关系．
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