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　 　 研究了由交叉相关高斯白噪声驱动的过阻尼谐振子的随机共振，其中加法噪声被周期信号所调制，运用平稳
关联函数的傅里叶变换，导出了过阻尼谐振子随机模型信噪比的精确表达式．结果揭示：在过阻尼谐振子的随机模
型中存在二类随机共振．一类随机共振表现为信噪比随乘法噪声强度Ｑ变化的曲线存在共振峰，另一类随机共振
表现为信噪比随振子频率ω变化的曲线存在共振峰．大幅度改变信号频率Ω值的大小，信噪比随乘法噪声强度Ｑ
变化的曲线有单峰，一峰一谷和单调变化三种不同的形式．
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１ 引 言
噪声有两面性，我们通常看到的是其消极的一

面．噪声的建设性的、积极的一面，很好地表现在随
机共振现象上．随机共振是上世纪８０年代先后从理
论和实验发现的［１，２］，现已渗透到各个学科领域［３］．
随机共振的核心是动力学系统对输入信号的响应
能够被噪声所优化．随机共振的标准判据是信噪比
曲线出现共振峰（极大值）．近年来，Ｃａｏ等研究过谐
振子扩散的信号调制效应和噪声交叉关联效应［４］

及激光系统中的随机共振［５］．特别是张良英，陈德
彝等研究了线性化激光方程的随机共振［６ － ９］．
Ｇｉｔｔｅｒｍａｎ系统地研究过双态噪声驱动的谐振子的
随机共振［１０，１１］．据我们的了解，本文研究的由信号
调制的噪声及交叉相关噪声所驱动的过阻尼谐振
子的随机共振，国内外未见报道．噪声驱动的线性
谐振子是自然界各种现象的最简单的基础模型，因
而它也成为各类基本概念的理论典范．鉴于具有涨
落频率的谐振子已成为包括物理学、生物学和化学
等诸多学科领域的研究对象，我们在本文中将对这
一系统可能出现的随机共振现象，以及噪声参数对
其随机共振的影响进行研究．

２．模　 型
　 　 阻尼谐振子的运动方程为

ｘ̈ ＝ － γ ｘ － ω２ ｘ， （１）
其中γ是系统的阻尼系数，在过阻尼情况，可忽略惯
性项̈ｘ，方程（１）降为一阶常微分方程． 这时，我们
再考虑下列物理因素，便得到一个既能出现随机共
振又不必使用色噪声的可精确求解的物理模型：

因素１，环境涨落．引入加法噪声ξ（ｔ）反映振
子受环境涨落的影响，同时引入乘法噪声η（ｔ）反映
振子频率受环境涨落的影响．两噪声ξ（ｔ）和η（ｔ）
来自同一噪声源，故相互关联．

因素２，噪声受信号的调制．当噪声ξ（ｔ）的强
度以信号频率Ω作周期振动时，将使随机动力学方
程产生有趣的物理效应． 故引入调制噪声项
ξ（ｔ）Ａｃｏｓ（Ωｔ）． 基于上面考虑，本文提出的过阻尼
谐振子的无量纲随机动力学模型为

ｘ ＝ － （ω２ ＋ η（ｔ））ｘ ＋ ξ（ｔ）Ａｃｏｓ（Ωｔ）， （２）
式中Ａｃｏｓ（Ωｔ）为信号，Ａ为信号幅度．高斯白噪声
η（ｔ）和ξ（ｔ）的统计性质设为

〈η（ｔ）〉＝ 〈ξ（ｔ）〉＝ ０， （３）
〈η（ｔ）η（ｔ′）〉＝ ２Ｑδ（ｔ － ｔ′），
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〈ξ（ｔ）ξ（ｔ′）〉＝ ２Ｄδ（ｔ － ｔ′）， （４）
〈η（ｔ）ξ（ｔ′）〉＝〈ξ（ｔ）η（ｔ′）〉

＝ ２λ 槡ＤＱδ（ｔ － ｔ′），
式中Ｄ，Ｑ分别为加法噪声强度和乘法噪声强度，λ
为两噪声间的关联系数，其取值范围为－ １≤ λ ≤
１．下面可看到，上述两物理因素共同作用的结果是：
线性系统受高斯白噪声驱动，也能出现随机共振．

３．信噪比
　 　 解（２）式，可得

ｘ（ｔ）＝ ｘ０ ｅ － ∫
ｔ

０
［ω２ ＋η（ｓ）］ｄｓ ＋ Ａｅ － ∫

ｔ

０
［ω２ ＋η（ｓ）］ｄｓ

× ∫
ｔ

０
ξ（珓ｓ）ｃｏｓ（Ω珓ｓ）·ｅ∫

珘Ｓ

０
［ω２ ＋η（ｓ′）］ｄｓ′ｄ珓ｓ． （５）

要求信噪比，须先求出系统的输出功率谱，而功率
谱则是ｘ（ｔ）的稳态关联函数的傅里叶变换．因此，
第一步是由（５）式构成关联函数〈ｘ（ｔ）ｘ（ｔ ＋
τ）〉，即

〈ｘ（ｔ）ｘ（ｔ ＋ τ）〉
＝〈［ｘ０ ｅ － ∫

ｔ

０
［ω２ ＋η（ｓ）］ｄｓ

＋ Ａｅ － ∫
ｔ

０
［ω２ ＋η（ｓ）］ｄｓ∫

ｔ

０
ξ（珓ｓ）ｃｏｓΩ珓ｓ

× ｅ∫
珓ｓ

０
［ω２ ＋η（珓ｓ′）］ｄ珓ｓ′ｄ珘Ｓ］

× ［ｘ０ ｅ － ∫
ｔ ＋ τ
０
［ω２ ＋η（ｓ′）］ｄｓ′

＋ Ａｅ － ∫
ｔ ＋ τ
０
［ω２ ＋η（ｓ′）］ｄｓ′∫

ｔ ＋ τ

０
ξ（珓ｓ′）ｃｏｓΩ珓ｓ′

× ｅ∫
珓ｓ″

０
［ω２ ＋η（珓ｓ″）］ｄ珓ｓ″ｄ珘Ｓ′］〉． （６）

　 　 第二步，为了求得信噪比，须对（６）式进行周期
平均，并令ｔ→∞，以获得平稳的关联函数Ｃ（τ），即

Ｃ（τ）＝ ｌｉｍ
ｔ→∞∫

２π
Ω ＋ ｔ

ｔ
ｘ（ｔ′）ｘ（ｔ′ ＋ τ[ ]）ｄｔ′

＝ Ｍｅ －（ω２ ＋Ｑ）τ ＋ １
２
Ｎｃｏｓ（Ωτ）， （７）

其中
Ｍ ＝ λ２ＱＤ

（ω２ ＋ Ｑ）＋
（ω２ ＋ Ｑ）２

２［（ω２ ＋ Ｑ）２ ＋ Ω２］
－ λ２ＡＱＤ（ω２ ＋ Ｑ）
２［（ω２ ＋ Ｑ）２ ＋ Ω２］２

＋ λ２Ａ２ＱＤΩ２

２［（ω２ ＋ Ｑ）２ ＋ Ω２］２， （８）

Ｎ ＝ λ２Ａ２ＱＤ
２［（ω２ ＋ Ｑ）２ ＋ Ω２］． （９）

　 　 第三步是求输出功率谱．过阻尼谐振子的输出

功率谱Ｓ（珟ω）可由Ｃ（τ）通过傅里叶变换求出
Ｓ（珟ω）＝ ∫

∞

－∞
Ｃ（τ）ｅ － ｉ珟ωτｄτ． （１０）

　 　 最后一步是求信噪比．为此，对Ｓ（珟ω）作如下分
解，并只取正频：

Ｓ（珟ω）＝ Ｓ１（珟ω）＋ Ｓ２（珟ω）， （１１）
其中，输出信号功率谱

Ｓ１（珟ω）＝ π２ Ｎδ（珟ω － Ω）； （１２）
输出噪声功率谱

Ｓ２（珟ω）＝ Ｍ ２（ω２ ＋ Ｑ）
（ω２ ＋ Ｑ）２ ＋ 珟ω２； （１３）

输出信号总功率
Ｐ ｓ ＝ ∫

∞

０
Ｓ１（珟ω）ｄ珟ω ＝ Ｎ２ ， （１４）

信噪比ＳＮＲ定义为输出信号总功率Ｐ ｓ与珟ω ＝ Ω处
噪声平均功率Ｓ２（珟ω ＝ Ω）之比，即

ＳＮＲ ＝
ＰＳ

Ｓ２（珘ω ＝ Ω）＝
π
２
Ｎ

Ｍ ２（ω２ ＋ Ｑ）
（ω２ ＋ Ｑ）２ ＋ Ω２

，（１５）

（１５）式中的Ｍ和Ｎ分别由（８）和（９）式给出．

４． 讨　 论
　 　 下面分别讨论信噪比ＳＮＲ随加法噪声强度Ｄ，
乘法噪声强度Ｑ和谐振子频率ω的变化关系．

１）ＳＮＲ Ｄ曲线是单调增加的，最后达到饱和，
不存在随机共振，如图１所示．

２）图２表示以噪声间关联系数λ为参数画出
的ＳＮＲ Ｑ曲线，曲线显示了随机共振．即ＳＮＲ先随
Ｑ增大而增大，达到极大值后又随Ｑ增大而减小．
ＳＮＲ极大值处的Ｑ优化了信号传输，使信噪比达到
最大．从图中可以看出，随λ值的增大，共振峰变
高，极值位置没有移动．图３反映了以加法噪声强度
Ｄ为参数画出的ＳＮＲ Ｑ曲线．从图中可以看出，随
Ｄ值的增大，共振峰变高，极值位置没有移动．

３）从图４可以看出，ＳＮＲ ω曲线出现随机共
振．随加法噪声强度Ｄ值的增大共振峰迅速变高变
窄，共振峰的位置向右移动．以λ为参数的ＳＮＲ ω
曲线如图５所示．图中显示随着λ值的增大，即噪声
关联系数加大，共振峰迅速变高，峰的位置向右
移动．

４）以Ω为参数的ＳＮＲ Ｑ曲线如图６所示．随
着Ω值增大ＳＮＲ Ｑ曲线的共振峰增高，但极值位
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图１　 信噪比ＳＮＲ随加法噪声强度Ｄ变化的曲线（参数值：ω
＝ １，Ａ ＝ １，Ω ＝ ５，Ｑ ＝ ０ ２和λ ＝ ０ ９）

图２　 信噪比ＳＮＲ随乘法噪声强度Ｑ变化的曲线（参数值：ω ＝
１，Ａ ＝ １，Ω ＝ ５，Ｄ ＝ ２和λ ＝ ０ ８，０ ９，１）

图３　 信噪比ＳＮＲ随乘法噪声强度Ｑ变化的曲线（参数值：ω ＝
１，Ａ ＝ １，Ω ＝ ５，λ ＝ ０ ９和Ｄ ＝ ０ １，０ ２，０ ３）

置不变．
大幅度改变参数Ω，ＳＮＲＱ曲线有三种不同的

形式． Ω ＝ ２０时曲线为单峰；Ω ＝ ２时曲线有峰有
谷，即有一极大值和一极小值，Ω ＝ ０ ２时ＳＮＲＱ
曲线单调增加到饱和．如图７所示．

图４　 信噪比ＳＮＲ随振子频率ω变化的曲线（参数值：Ａ ＝ ２，Ω
＝ ２，λ ＝ ０ ９和Ｑ ＝ １，Ｄ ＝ １，１ ５，２）

图５　 信噪比ＳＮＲ随振子频率ω变化的曲线（参数值：Ａ ＝ ２，Ω
＝ ２，Ｄ ＝ ２和Ｑ ＝ １，λ ＝ ０ ８，０ ９，１）

图６　 信噪比Ｒ（Ｒ ＝ １０１０ ＳＮＲ ）随乘法噪声强度Ｑ变化的曲线
（参数值：ω ＝ １，Ａ ＝ ０ ００００４，Ｄ ＝ ０ １，λ ＝ ０ ５，曲线由上到下
Ω取值分别为２０，１８，１６）

图７揭示：噪声的调制频率Ω处于不同的数量
级时，输出信噪比随乘法噪声强度Ｑ的变化曲线显
示一种类相变现象，即当Ω由２０减小到０ ２的过
程，ＳＮＲ Ｑ曲线从单峰相，到一峰一谷最后到无峰
无谷的单调相．
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图７　 信噪比Ｒ （Ｒ ＝ １０１０ ＳＮＲ）随乘法噪声强度Ｑ变化的曲线
（参数值：ω ＝ １，Ａ ＝ ０ ００００４，Ｄ ＝ ０ １，λ ＝ ０ ５）　 （ａ）Ω ＝ ２０；
（ｂ）Ω ＝ ２ ；（ｃ）Ω ＝ ０ ２

５ 结　 论
　 　 从图２和图３可以看到，反映振子频率涨落强
弱的乘法噪声强度Ｑ取适当值时，ＳＮＲ最大，使信
号传输得以优化．而从图５则可看出，对λ的不同取

值，振子频率ω对信号传输的优化也不同． λ越大，
优化频率越高，优化程度也高．对Ｄ也有类似效应．
大幅度改变信号频率Ω值的大小，ＳＮＲ Ｑ曲线存在
三种“相”． 所以，过阻尼谐振子的随机共振，是由噪
声之间的关联效应和加性噪声的信号调制效应共同
诱导产生．
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１）（Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｏｕｔｈＣｅｎｔｒａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｆｏｒ Ｎａｔｉｏｎａｌｉｔｉｅｓ，Ｗｕｈａｎ　 ４３００７４，Ｃｈｉｎａ）
２）（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ，Ｈｕａｚｈｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｗｕｈａｎ　 ４３００７４，Ｃｈｉｎａ）

（Ｒｅｃｅｉｖｅｄ １６ Ｆｅｂｒｕａｒｙ ２００９；ｒｅｖｉｓｅｄ ｍａｎｕｓｃｒｉｐｔ ｒｅｃｅｉｖｅｄ １７ Ｊｕｌｙ ２００９）

Ａｂｓｔｒａｃｔ
Ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｉｎ ａｎ ｏｖｅｒｄａｍｐｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｄｒｉｖｅｎ ｂｙ ｃｒｏｓｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅｓ ｉｎ

ｗｈｉｃｈ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｉｓｅｓ ｉｓ ｍｏｄｕｌａｔｅｄ ｂｙ ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｉｇｎａｌ ｉｓ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ
ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎ ｅｘａｃｔ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｖｅｒｄａｍｐｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄ． Ｒｅｓｕｌｔｓ ｒｅｖｅａｌ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｗｏ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｉｎ ａｎ ｏｖｅｒｄａｍｐｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌ． Ｏｎｅ ｔｙｐｅ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｉｓ ｔｈａｔ ａ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｐｅａｋ ｅｘｉｓｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅ ｒａｔｉｏ
ｖｅｒｓｕｓ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ Ｑ ． Ａｎｏｔｈｅｒ ｔｙｐｅ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｉｓ ｔｈａｔ ａ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｐｅａｋ ｅｘｉｓｔｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅ ｒａｔｉｏ ｖｅｒｓｕｓ ｔｈｅ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ． Ｂｙ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｓｉｇｎａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ω ，ｔｈｅ ｓｉｇｎａｌ
ｔｏｎｏｉｓｅ ｒａｔｉｏ ｖｅｒｓｕｓ Ｑ ｃｕｒｖｅ ｃａｎ ｅｘｈｉｂｉｔ ｔｈｒｅｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｏｒｍｓ：ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｇｎａｌ ｐｅａｋ，ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｗｉｔｈ ａ ｐｅａｋ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ａ ｖａｌｌｅｙ，ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃ ｆｏｒｍ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｏｖｅｒｄａｍｐｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ，ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ，ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ ｎｏｉｓｅ
ＰＡＣＣ：０５４０，４２６０Ｋ

Ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （Ｇｒａｎｔ Ｎｏ． １０２７５０２５）．
 Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ． Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｌｉ１９９６＠ １６３． ｃｏｍ


