
关于 !"#$%&’’表示的 ()*#)+*,像的研究
丁光涛!

（安徽师范大学物理与电子信息学院，芜湖 "#$%%%）

（"%%&年 ’月 $#日收到；"%%&年 ’月 "(日收到修改稿）

研究运动微分方程 )*+,-.//表示的 012+1324像 5得出二阶 012+1324函数应满足的条件，在此条件下广义 012+1324
方程为二阶微分方程组；提出新的求解 012+1324力学逆问题路线；指出在此问题研究中曾发生过的失误 5举例说明
所得结果的应用 5
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$ A 引 言

)*+,-.//提出一类新型动力学方程，B13;*99*建议
命名为 )*+,-.//方程并进行了深入研究［$，"］5 "%多年
来，对 )*+,-.//方程的研究成为国内外数学力学界一
个重要的热门课题，特别是我国学者在此领域进行

了多方面多层次的深入研究，并取得一系列丰硕的

成果［’—$C］，文献［#］及其所附的大量参考文献系统总
结又全面展示 )*+,-.//系统动力学的研究进展 5
文献［"］中提出了关于 )*+,-.//表示的 012+1324

像的问题，把 )*+,-.//动力学函数与二阶 012+1324函
数以及 012+1324力学逆问题联系起来，但在研究中
有值得商榷之处 5本文继续研究这方面的问题，结果
表明作为 )*+,-.//表示的 012+1324像的二阶 012+1324
函数，满足一定条件时，导出的广义 012+1324方程仍
为二阶微分方程组，而且这种二阶 012+1324函数容
易变换成传统的 012+1324 函数，从而构成解决
012+1324力学逆问题新的路线图，此外，讨论中对文
献［"］中的失误进行了修正 5最后，举例说明得到的
结果 5

" A)*+,-.//表示及其 012+1324像［"］

设系统的运动微分方程为

!D " E #" $，!，!( )· （" E $，"，⋯，%）， （$）
引入新变量使方程降阶，取
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变换满足规则性条件，即
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这样二阶微分方程组就变换成一阶微分方程组，引

入统一的变量将（#）和（=）式写成
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方程（(）可以表示成 )*+,-.//方程形式［"，’，$C］，即
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式中 . 为 )*+,-.//函数，-! 为 )*+,-.//函数组 5定义
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规则的 !"#$%&’’系统满足下列条件：
+,-（!!"）! .， （*/）

则由（*.）式可以解出
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其中!!"为 !"#$%&’’逆变张量，满足下列条件：

!!$!$" (%!" 2 （*3）
将变量 "! 分解成原来的两组变量 &’ 和 (’ ，并

设 !"#$%&’’系统满足下列条件：
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*
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+
! .， （*4）

则该系统为严格规则系统，对此系统可解得（/）式的
结果 2
对严格规则的 !"#$%&’’系统，5’6’’ ) !"#$%&’’作用

量可以作如下变换［/］：
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式中 1 为二阶 :6;#6<;,函数
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（*9）式的过程，完成了 !"#$%&’’ 系统的 5’6’’@!"#$%&’’
作用量到等价的二阶 :6;#6<;,作用量的变换，即得
到了 !"#$%&’’表示的 :6;#6<;,像 2

1 A 广义 :6;#6<;,方程为二阶微分方程
组的条件

将（*=）式中 1 代入广义力学的 :6;#6<;,方程，
得到
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在一般情况下，方程（/*）是三阶微分方程，而且含有
加速度的非线性项 2如果 1 满足下列条件［*?］：
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则方程（/*）中的三阶微商项和二阶微商非线性项同
时抵消为零，即广义力学的 :6;#6<;,方程仍然为二
阶线性微分方程
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根据（*>）式，不难证明若!-
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，则条件

（//）成立，即
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条件（//）成立，意味着
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$ %，!，!( )· " （#$）

反之，若（#$）式满足，则条件（##）成立 "（#$）式成立
表明（%&）式 & 中 #’ ’的线性项可以利用广义力学中规
范变换消去，从而得到通常位形空间中传统的

()*+),*-函数［%.，#/］，即

!& %，!，!( )· ! & %，!，!·，#( )’ 0 1
1 %$ %，!，!( )· "

（#2）
()*+),*-力学逆问题研究对给定的微分方程能

否导出相对应的 ()*+),*-函数，从而将方程改写成
等价的 ()*+),*-方程形式 "上述结果给出了二阶微
分方程组 ()*+),*-化的一种新的路线图：二阶微分
方程组—一阶微分方程组—34+56788表示—()*+),*-
像（二阶 ()*+),*- 函数）—位形空间中 ()*+),*-
函数 "
应当指出，文献［#］中提出了 34+56788 表示的

()*+),*-像问题，也指出了与 ()*+),*-逆问题相关，
但是研究过程中有失误 "在计算与二阶 ()*+),*-函
数对应的 ()*+),*-方程时，文献［#］中写成

("（&）! 0 1#

1 %#
!&
!#’ " 9 1

1 %
!&
!#·"

0!&
!#"

! 0 !
!% 9 #·’ !

!#’ 9 #’ ’ !
!#·{ }’ #

!"

9 !
!% 9 #·’ !

!#’ 9 #’ ’ !
!#·{ }’

: !!)

!#·"
#’ ) 9!*
!#·( )" 0!

!)

!#" #’
)

9!*
!#

" ! /" （#&）

然后据此指出上述展开式是二阶微分方程组，而不

是预期的三阶微分方程组；进一步又指出，当全部

!" 均与速度无关时，上述展开式才是加速度的线性

方程组 "事实上，方程式（#&）不能成立，直接将它开
展得到的结果与（#%）式相比较，恰恰缺失了含 #⋯ ) 的

项 "产生这个错误的根源在于（#&）式中将对 % 的全
微商写成
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然而在（#&）式中 1
1 % 作用的函数宗量中包含 #’ ’ ，即使

!" 中不含 #’ ’ ，但对 % 的一次微商中就出现了 #’ ’ "因
而，（#&）式应该修正为
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将上式直接计算展开，得到的结果与（#%）式一致，在
一般情况下，是三阶微分方程组，只有在满足条件

（##）时，（#.）式才是二阶线性微分方程组 "文献［#］
中要求全部 !" 均与速度无关过于严格了，因为这个

要求只是使条件（##）成立的特殊情况 "

< = 算 例

例 ! 微分方程为
#’ % ! 0!#·% 0 #%，#’ # !!#·# 0 ##， （>/）

引入变量 +% 和 +#，将上述方程化为一阶方程组
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+·% ! 0!+% 0 #%，+·# !!+# 0 ## " （>%）
引入统一的变量
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将方程（>%）改写为
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利用文献［%;］的方法一，容易求得 34+56788 函数和
34+56788函数组为
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容易证明这是严格规则的 34+56788 系统，其 ?8)88@
34+56788系统作用量为
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按照（%2）式中程序，得到上述作用量的 ()*+),*-
像为
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即系统的二阶 +,-.,/-&函数为

$ ! # $
% &!" #$ #’ $ (!#$ #·$ (（ #$）[ ]%

# $
% &#!" #% #’ % #!#% #·% (（ #%）[ ]% ，（)0）

条件（%%）成立，由上述 $ 导出的广义 +,-.,/-& 方
程为

%$（$）! &!" #’ $ (!#·$ ( #[ ]$ ! 1，

%%（$）! &#!" #’ % #!#·% ( #[ ]% ! 1， （)2）
与方程（)1）等价 3
引入规范变换函数

& ! # $
% &!" #$ #·$ ( &#!" #% #·( )% 3 （)4）

由（%4）式得位形空间 +,-.,/-&函数为

"$ ! $ # "
" "&，

! $
% &!"（ #·$）% #（ #$）[ ]% ( $

% &#!"（ #·%）% #（ #%）[ ]% 3

（51）
而由"$ 导出的 +,-.,/-&方程正是方程（)2）3
例 ! 6789,/:;..<=>,方程［%，)，%$］

’’ ( (·! 1，(’ ( ( ! 1， （5$）
引入变量

)$ ! ’，)% ! (，)) ! ’·，)5 ! (·3 （5%）
系统（5$）与下列一阶方程组等效：

)·$ ! ))，)·% ! )5，)·) ! # )5，)·5 ! # )%，（5)）
系统（5)）的一个 ?>.@A7BB表示如下：

*$ ! )% ( ))，*% ! 1，*) ! )5，*5 ! 1，

+ ! $
% （))）% ( %)% )) #（)5）[ ]% 3 （55）

定义新变量

#$ ! )$，#% ! )%，($ ! ))，(% ! )5，（5C）

容易证明，系统是严格规则的，按（$*）式程序，由其
DB,BB:?>.@A7BB作用量导出 +,-.,/-&像

! ! {! )% ( )( )) )·$ ( )5 )·)

# $
% （))）% ( %)% )) #（)5）[ ] }% " "

!!#·% #’ $ ( $
% （ #·$）% (（ #·%）[ ]{ }% " " 3 （5*）

系统的二阶 +,-.,/-&函数

$ ! #·% #’ $ ( $
% （ #·$）% (（ #·%）[ ]% ， （50）

显然，对上述 +,-.,/-&函数条件（%%）不成立，导出的
广义 +,-.,/-&方程为

%$（$）! # #⋯% ( #’ $ ! 1，

%%（$）! #⋯$ ( #’ % ! 1 3 （52）

这是三阶微分方程，写成原始变量形式为

# (⋯ ( ’’ ! 1，’⋯ ( (’ ! 1 3 （54）
这不是原方程（5$），但是可由（5$）导出 3
若将（50）式代入（%0）式，则得到

%$（$）! #’ $ ! 1，%%（$）! #’ % ! 1 3 （C1）

这是二阶微分方程，但是错误的 3然而，若将（50）式
中 $ 代入修正后的（%4）式，则得到与（52）式相同的
结果 3
应当指出，6789,/:;..<=>,系统是一个典型的例

子，它不能化成自伴随的形式，因而也不能有通常的

+,-.,/-&表示 3本例中这个系统虽然从 ?>.@A7BB表示
的 +,-.,/-&像，得到二阶 +,-.,/-&函数，但由于不满
足条件（%%），故不能由此而导出位形空间中通常的
+,-.,/-&函数 3

［$］ ?>.@A7BB E F $4%0 ,(-)./0)1 2(2"3.2（D.7G>"&/H& I J：KLM

N7OO&-& D<PO 3）

［%］ M,/=>OO> I L $42) 456-7)"/5-2 58 9:35#3"/0)1 ;30:)-/02（!）（Q&R

S7.@：MT.>/-&.:U&.O,-）

［)］ L&> V W，MA> I N，XA,/- S V，Y< 6 ? $44* FZ/,9>H[ 7B

?>.@A7BB>,/ MZ[=&9（?&>8>/-：?&>8>/- J/[=>=<=& 7B \&HA/7O7-Z D.&[[）

（>/ NA>/&[&）［梅凤翔、史荣昌、张永发、吴惠彬 $44* ?>.@A7BB
系统动力学（北京：北京理工大学出版社）］

［5］ +<7 M ]，XA,/- S V %112 !7<)-032 /- ":3 ="67( 58 ,(-)./02 58

>5-2"#)/-37=(2"3.2（ ?&>8>/-：MH>&/H& D.&[[）（ >/ NA>/&[&）［罗绍

凯、张永发等 %112 约束系统动力学研究进展（北京：科学出

版社）］

［C］ L&> V W %115 =(..3"#/32 )-7 >5-23#<37 ?6)-"/"/32 58 >5-2"#)/-37

;30:)-/0)1 =(2"3.2（?&>8>/-：?&>8>/- J/[=>=<=& 7B \&HA/7O7-Z D.&[[）

（>/ NA>/&[&）［梅凤翔 %115 约束力学系统的对称性和守恒量

（北京：北京理工大学出版社）］
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