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结合代数方法（*+）和最近建立的计算精确的分子离解能的新解析表达式，进一步研究了部分双原子离子电
子态的完全振动能谱和离解能，获得了与实验值符合得非常好的理论结果 ,研究结果表明，*+方法和新解析式相
结合的理论方法同样也适用于双原子离子体系，该方法在理论上提供了获得双原子离子精确的振动光谱和离解能

的物理新方法 ,
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! > 引 言

分子的振动能级，特别是精确的高振动激发能

级，为发展新的分子激光器、为探索新的化学激光体

系、改进化学激光器性能提供了重要信息［!］,几十年
来，人们对很多双原子分子体系的振动能级作了大

量的理论和实验研究，取得了很大进展 ,然而由于实
验条件和技术的限制，对分子基态和部分激发态的

低振动能级的研究较多，对分子的高振动能级特别

是接近分子离解极限的高振动能级的研究还很有

限 ,因此对双原子分子体系的完全振动能谱的研究
仍然具有非常重要的意义［#］,分子离解能是分子势
能函数、原子分子反应动力学、分子散射和天体物理

等学科中一个非常重要的物理量［#］,当用光谱数据
研究长程原子间的相互作用势时，精确的离解能通

常也是一个很重要的物理参数［&］,此外，由于双原子
分子及其离子可以参与组建大分子，所以，双原子分

子离解能也是研究多原子分子结构的基础物理量

之一 ,
由于双原子离子的光谱信息往往与双原子分子

混杂在一起，这使人们很容易将双原子分子离子的

光谱信息错误地判断成双原子分子的光谱信息 ,所
以与获取双原子分子的光谱信息相比，要获取精确

的光谱谱线结构也更困难 ,获取双原子分子离子的

精确光谱信息，对实验装置及仪器的精确度便提出

了更高的要求 ,如果要通过求解薛定谔（?9:@AB36CD@）
方程来获得双原子分子离子的精确振动能级，则必

须正确构造双原子分子离子的体系势能；由于带电

荷，所以双原子分子离子的势能比双原子分子的势

能多了离子相互作用势，因此要找到能够精确描述

双原子分子离子势能的表达式往往比双原子分子更

困难 ,所以到目前为止，关于双原子分子离子的精确
振动光谱常数和完全振动能谱的精确数值报道较

少 ,然而，对于 EDFG，HIG，IG
# ，JG

# 和 K3G# 等重要的
双原子离子，人们基于不同的研究目的，又非常需要

它们的精确振动光谱常数和完全振动能谱［)—’］,
本文应用代数方法（*+）［!%，!!］，从已知部分精确

的实验能级或量子理论振动能级出发，通过严格求

解振动能级的代数方程，避开了繁琐的势能函数和

薛定谔方程求解过程，获得了 EDFG 0!!! G，HIG 0
!#! G，IG

# 0"#"8，JG
# 0!#"C 和 K3G# 0!#! G

C 等 ( 个电

子态的精确振动光谱常数和完全振动能谱，同时应

用 ?86等最近建立的计算精确的分子离解能的新解
析表达式［!#，!&］，计算了以上 (个电子态的理论离解
能 #D，获得了十分精确的结果 ,
第 #部分描述了孙卫国等建立的求解离解能的

新解析式和 *+方法的理论推导 ,第 &部分应用 *+
方法和离解能新公式研究了一批双原子离子体系电
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子态的精确振动光谱常数、相应的完全振动能谱和

离解能 !第 "部分对本文进行了总结 !

# $ 理论与方法

在前一部分的工作中，我们总结了 %&’() 和
*&+,-.&/,研究分子离解能的理论工作［0"］，且给出了
计算分子离解能的 %*公式
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并用该式对 6# 分子部分电子态的离解能进行了研

究［0"］!这一工作没有采用数值拟合而直接使用分子
参数 # 和 $# 的已知值 !然而，绝大多数分子电子态

的分子参数 # 和 $# 是未知的，所以该表达式难以

推广 !于是，在 %*公式的基础上，我们最近建立了
一个不需要使用任何数值拟合和分子参数的计算体

系离解能的新公式［0#，07］
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对于一个稳定的双原子分子或离子电子态，该表达

式只是该电子态的最高三个振动能级的函数，如果

已知其三个正确的最高振动能级 "!;9<
，"!;9< 3 0和

"!;9< 3 #，则可以根据该式来计算正确的分子离解能

!89:
& !因在对（#）式的推导过程中忽略了一个很小量，

因此利用（#）式计算得到的离解能 !89:
& 始终应比正

确的实验离解能 !&<=%
& 差一个很小量，即

!89:
& > !&<=%

& ! （7）

若（7）式不满足，则说明用于计算离解能 !89:
& 的三个

最高振动能级含有不可忽略的误差 !由于（#）式要求
使用三个精确的最高振动能级，所以（#）式又可用作
双原子体系的完全振动能谱是否很好收敛的一个物

理判据 !
对于稳定的双原子分子电子态，为了获得其精

确的完全振动能谱，?@, 等［0A，00］基于二阶微扰理论
得到了非相对论核运动振动能级的解析展开表达

式，即
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虽然双原子分子离子 +, 2 与双原子分子在势能函

数 -（.）的具体形式上有差别［0B］，然而在对（"）式的
推导过程中并未涉及到势能函数 -（.）的具体形
式，所以双原子分子离子的非相对论核运动振动能

级的解析展开表达式仍可用（"）式来表示 !代数方
法［0A，00］（EF）的基本出发点是将（"）式改写成矩阵形
式，即

/+ 1 "， （B）
其中振动光谱常数的向量矩阵 + 和振动能量矩阵
" 分别表示为
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! 1 A，0，#，⋯， （C）
/ 是 H 4 H 的系数矩阵，其矩阵元的形式为 /!2 1

!2( )0
#

2
，2 1 A，0，#，7，⋯，D ! 在振动光谱常数的向

量矩阵 + 中，$G& 1$& 2$&A !
由于现代实验技术和量子理论往往难以获得双

原子分子高振动激发态尤其是接近离解极限区域的

振动能级，而总可以获得绝大多数双原子分子电子

态的部分精确的低阶振动能级子集合［"!］!对于某

一给定的电子态，若已知 3 个精确的振动能级子集
合［"!］，便可从 3 个已知能级中遴选出 H个振动能

级来构成振动能量矩阵 "，一共有 4 1 $H
3 种选法 !

然后通过标准的代数方法，不使用任何数学近似和

物理模型，严格求解代数方程（B）式，求出振动光谱
常数的向量矩阵 + !求解该方程 4 次，将得到的 4
组振动光谱常数｛$A，$& 2$&A，3$& &&，$& ’&，$& (&，

$& % &，$& )&，$& *&｝分别代入（"）式中，便可得到体系

的 4 组振动能谱｛"!｝!其中总有一组光谱常数能最

好地满足以下物理判据：
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那么这组振动光谱常数就是该分子体系真实振动光

谱常数集合的最佳物理表象之一，从而由此计算的

振动能谱就是包含该体系所有真实振动能级的一组

完全振动能谱｛!!｝4以上即为孙卫国等最近建立的
代数方法（56）4它采用将有限的精确实验振动能级

与严格的理论计算相结合的方法，不用任何数学近

似和物理模型，通过严格求解代数方程和使用正确

的物理判据从理论上获得双原子分子电子态的完全

振动能谱 4

7 8 应用与讨论

本文应用 56 方法分别计算了 9+:3 ;’(" 3，

<=3 ;’/" 3，=3
/ ;(/#>，?3

/ ;’/#@ 和 AB3/ ;’/" 3
@ 等 C

个双原子离子电子态的精确振动光谱常数和完全振

动能谱，再根据这些电子态的正确物理能级，利用

（/）式分别获得了它们的离解能 %-$.
+ 4表 (列出了本

文和文献给出的这些电子态的振动光谱常数，表 /
分别给出这些电子态的实验振动能谱和离解能以及

我们从理论上计算得到的 56数据 4

表 ( 用 56方法和从文献中分别得到的部分双原子离子体系的振动光谱常数（所有量均以 -#) (为单位）

电子态 $& $+& $D+ $+ )+ (&/$+ *+ (&7$+ ++ (&E$+ &+ (&C$+ ,+ (&(&$+ -+

? 3
/ ;’/#@

56 ) &8/(01’E (C8C171F’ (&00801E&(’ 0801(7CE ) E8C’(E(0 087070F1 ) F8C7&FC( /8/0&’&C ) /01&8F/’0(F

文献［(F］ (&0081& 081F

=3
/ ;(/#>

56 &8(’’0/F &8C(/7C0 0108’F/7&( (78F71111 &81FF110 ) 787C1’1/ E8/1F’/’ ) (80(1’0& /(C18E7FF/0

文献［(’］ 0108/C (78C’7

9+:3 ;’(" 3
56 &80&E(/C ) (8’0/1E1 //(181(F10& 718F&E&(7 ) (0810/&0C (8F(1&FC ) E8&FCC’7 ) (8&0(&’E F00187/1FCC

文献［(’］ ///(8’ 718’1

AB 3/ ;’/" 3
@

56 &817FE7( ) &8170F0E /F/80/(7(( (87’’F1& ) /8(0C0&( (8&C7&’0 ) &8//&’0F &8&/&EF/ ) ’8//70F/

文献［(0］ /F78’F (8FEF

<=3 ;’/" 3
56 &8&F&/7E ) &8(/(07F //(E8((0(C( (C8((E(77 ) &8FC1/0( &87E7&’F ) &87/(&E7 &8(/0(&0 ) /&78&&(E/7

文献［(’］ //(E8/E (C8(FE

注：对 56计算，$D+ "$+ 3$+&，对于文献数据$D+ "$+ 4

表 (列出了上述 C个电子态的分别从文献中获
得的和 56方法得到的振动光谱常数（$&，$+&，$+，

$+ )+，$+ *+，$+ ++，$+ & +，$+ ,+，$+ -+）4从表 ( 中可以
看到，由 56方法得到的谐振常数$+ 与相应电子态

的文献值符合得非常好 4就多数电子态而言，由 56
得到的非谐振常数$+ )+ 与文献值符合得也比较

好；但文献还比较缺乏高阶振动光谱常数的数据，因

此如果用文献中给出的低阶振动光谱常数去计算这

些电子态的全部振动能量，则得到的完全振动能谱

尤其是高激发振动态的能谱数据将含有很大的误

差，其主要原因之一是文献在使用类似于方程（E）的
振动能级展开表达式中截取的项比较少 4而由 56
振动光谱常数计算得到的最高振动能量与实验离解

能 %+ 非常接近，这表明由 56方法得到的振动光谱

常数比文献值精确得多 4
从表 /中可知，对这些电子态而言，56振动能

谱｛!56
! ｝都不仅能够精确重复已知实验能级或精确

的量子理论振动能级（AB3/ ;’/" 3
@ 电子态），而且还

得到了实验上或量子理论难以得到的正确的高阶振

动能级 4所有 56 振动能谱都满足判据条件（’）—
（(/）式，因此用 56方法获得的振动能谱是体系正
确的完全振动能谱 4以 =3

/ ;(/#> 电子态为例，<G%GH
等人［(1］观测到了 =3

/ 离子 (/#># ’/#@ 电子态跃

迁的第二阴极谱带系（I+-GH! H+@$JBK+ L$H! IMIJ+#），
并由该谱带系的各条谱线位置，拟合出 =3

/ ;(/#> 电

子态的 (F个振动能级，我们以这组能级作为 56输
入能级，通过求解振动能级的代数方程（E）式，得到
了 / 1个 振 动 能 级 ，最 高 振 动 能 级 !56

!#$% " /0 为
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表 ! 部分双原子离子电子态的 "#振动能谱和文献发表的振动能量值（能量单位：$%& ’）

!
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!
［’/］ ""#

!

!
0)
! *$!"1

",-. #
!
［’2］ ""#

!

!
3,4) *!’# )

",-. #
!
［!5］ ""#

!

5 67!8555 67!85555 5 77/8’65 77/8’655 5 ’’5589:95 ’’5589:95

’ ’/’:8555 ’/’:85555 ’ ’:’;8/65 ’:’;8/655 ’ :!7582:65 :!7582:65

! !///8555 !///85555 ! !’/’89;5 !’/’892’’ ! 6:558’!;5 6:558’!;5

: :;5!8555 :;55829/: : !2;989/5 !2;989/55 : ;!;;8!755 ;!;;8!755

7 7;’98555 7;’985555 7 :;/986’5 :;/9866’/ 7 2’;’855!5 2’;’855’9

6 6;’;8555 6;’;8’5’7 6 76:58295 76:5829/; 6 ’52;2829/5 ’52;2829/5

/ //228555 //298:765 / 6!//8!!5 6!//8!!55 / ’!;5!86/’5 ’!;5!86/’5

; ;//!8555 ;//’8;/72 ; 62;78:75 62;78:755 ; ’7::/897/5 ’7::/897/5

9 9/598555 9/5;8:/9: 9 //668:55 //6687/’; 9 ’69958/9’5 ’69958/;92

2 26:68555 26:68’:/7 2 ;:5282’5 ;:528;’:: 2 ’;::’86225 ’;::’86225

’5 ’57768555 ’577685:55 ’5 ;2:;86!5 ;2:;8!’9’ ’5 ’9/9/895;5 ’9/9/897;:

’’ ’’::;8555 ’’::;85555 ’’ 96:98/:5 96:985;!/ ’’ ’227:8:92/

’! ’!!’’8555 ’!!’’85555 ’! 2’’!87;5 2’’!8:!’’ ’! !’52;82/:;

’: ’:5/;8555 ’:5/;85555 ’: 2/6282:5 2/6282:55 ’: !!’7;8’6/!

’7 ’:2568555 ’:25685555 ’7 ’5’958;/5 ’5’958;/55 ’7 !:59;86’5;

’6 ’7;!68555 ’7;!6857’; ’6 ’5/;78675 ’5/;786755 ’6 !:2’68/;!5

’/ ’66!;8!’/9 ’/ ’’’75897’2 ’/ !7/!986/2;

’; ’/:’’8/;’5 ’; ’’6;285697 ’; !6!!:8/7:7

’9 ’;5;98/5’7 ’9 ’’2998:97: ’9 !6/228’’6:

’2 ’;9!98!7/6 ’2 ’!:/;895!2 ’2 !/5678:’5;

!5 ’96/589/;’ !5 ’!;’/85;96 !5 !/!2585:!2

!’ ’2!;/8;’/9 !’ ’:5:’8;66! !’ !/75982275

!! ’22;/85555 !! ’::’:8’/7/ !! !/7’/8:56!

!: !5/6989’;: !: ’:669877!/

!7 !’:!68526! !7 ’:;/686669

!6 !’2;786555 !6 ’:2:!8:757

!/ !!/5/8:::: !/ ’756/866!6

!; !:!’28752’ !; ’7’:682:!;

!9 !:9’’8252’ !9 ’7’/98!965

!2 !7:9’8!’/9

:5 !72!:8;!;:

:’ !67:78/:!!

:! !625;8/;9:

:: !/::7892;7

:7 !/;5/8:5;;

:6 !;552869::

:/ !;!!28/2!:

:; !;:7986555

%,-. #
, !;7;!89752! ’7’268:6!5!，<） !/7!/8/:/;!，=）

%"#
, !;7’!8/!96 > ’7’9’87;56 > !/7’/8;67/ >

! 文献中给出的离解能的实验值；> 用 "#方法获得的三个最高振动能级代入（!）式计算得到的理论离解能；<）来自文献［!’］；=）来自文献

［’;］?
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表 !（续）（能量单位："#$ %）

!
&’ (! )!!" (

*

"+,-$ ,..
!

［%/］ "01
! ! "+,-$ ,..

!
［%/］ "01

!

!
,2( )!!" (

"345 #
!
［!!］ "01

!

6 %7!866 %7!86666 9% /!:6866 /!:68;:;; 6 %%678796 %%678796

% 7;!866 7;!86666 9! /967866 /9678<<<: % 7!/:8!%6 7!/:8!%66

! <9;866 <9;86:<: 97 /=7!866 /=7!8::!< ! =9968/66 =9968/666
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!"!#$%&$’( )*+ !，与实验离解能 !,-."
, （ / !"!0’%1’&(

)*+ !）的相对百分误差仅为 (%!0(23 4所以该电子
态的 56振动光谱常数及对应的振动能谱｛#56

! ｝能

够正确反映该体系全部振动量子态的真实振动信

息 4进而用新解析式（&）式获得的理论离解能 !)78
,

（ / !"!$!%"2(’ )*+ !）与 !,-."
, 的相对百分误差为

(%(02$3，完全在不同的实验误差范围之内 4
9: ;& 是除 <;

& 和 <& 之外的最简单的双原子分

子离子，它一直受到许多实验和理论工作者的关注，

但是 9:;& =$&" ;
> 电子态的精确振动能级目前还没有

实验报道 4 ?)@*:AB=6:CD 等人［!$］根据量子力学从头
计算的自洽场组态相关法（ E,8F=)GCE:EB,CB F:,8A
)GCF:>HI7B:GC :CB,I7)B:GC，?JK=JL），并利用中心极化势
（)GI, .G87I:M7B:GC .GB,CB:78E，JNN）定量地考虑了闭壳
层动力学相关效应，得到了该体系的理论振动能谱

［#O@,G
! ］4由于基于量子力学从头计算的 ?JK=JNN是
以 PGIC=Q..,C@,:*,I近似为基础，将电子运动与核运
动分开，并假定核是固定的，当分子处于高振动能级

时，核运动的动能较大，电子与核之间的耦合作用将

不可忽略，此时 PGIC=Q..,C@,:*,I近似不再成立，因
此如果用 ?JK=JNN方法计算高激发振动能级将会产
生不可忽略的误差，所以 ?)@*:AB=6:CD只得到了该
电子态的低阶和部分高阶振动能级，最高振动能级

#?JK=JNN
!*7- / ’2
（ / 00&0 )*+ !）与体系的实验离解能 !,-."

, （ /

!("#" )*+ !）［!2］还相差较大 4由于量子力学从头计算
法是量子力学计算方法中理论上比较可靠的方法，

其精确度比较高，所以本文以该电子态的 ’$个 ?JK=
JNN理论能级作为 56输入能级，用 56方法得到的
该电子态的 56振动能谱很好地重复了 ?JK=JNN振
动能级，绝对误差不超过 1 个波数，并获得了 ?JK=
JNN方法未能得到的所有高激发振动能级，其最高
振动能级 #56

!*7- / 2&
/ !("#1%#0(! )*+ !，与实验离解能

!,-."
, 相差 (%1(00个波数 4

" % 结 论

代数方法（56）只需要部分精确的已知实验能
级，不使用任何数学近似和物理模型，通过严格求解

正确描述振动能级物理规律的代数方程并使用一组

正确的物理判据，便可获得双原子电子体系的精确

的振动光谱常数，从而获得它们的完全振动能谱 4这
些振动能谱不仅正确地重复了相应电子态的已知实

验能级，更重要的是获得了实验上难以得到的包括

离解极限附近的所有高阶振动激发态的能级，从而

为那些需要分子高振动激发态的精确能级的研究工

作提供了正确的数据 4对很多双原子离子的电子态，
现代量子理论方法往往很难得到它们精确的分子离

解能 4实验上获得这些离解能的成本太高，且往往难
度较大 4而我们最近建立的新解析表达式，不是分子
的任何参数的函数，只是离解极限附近的 1个最高
振动能级的函数 4所以只要使用非常接近分子离解
极限的 1个最高振动能级的精确数据，该新表达式
就能够精确计算分子的离解能 4又因 56方法能够
获得双原子分子及离子的包括所有高激发振动能级

在内的完全振动能谱，56就自然产生了 1 个精确
的最高振动能级，于是利用该表达式就可以获得正

确的体系离解能 4 56 方法和新建立的离解能解析
式相结合的理论方法，为研究双原子分子及离子的

完全振动能谱和离解能提供了很有效的、简单经济

的方法，为实验技术难以精确测量的双原子分子或

离子体系在理论上提供了一种获得精确的完全振动

能谱和分子离解能的物理新方法 4同时该新解析表
达式也是检验 56方法所使用的实验能级子集合是
否精确以及任何（实验或理论）完全振动能谱的质量

好坏的有效物理工具 4
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