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　 　 考虑了一个全球气候扰动海气热盐循环的箱域模型．利用同伦映射方法，研究了一类非线性模型．得到了模
型的近似解．同伦映射求解方法是一个解析方法，得到的解还能继续进行解析运算．从而再可研究有关物理量的各
种定性、定量的性态．
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１ 引 言
全球气候是当前学术界备受关注的对象．

Ｒｏｏｔｈ［１］引入了全球气候两半球间海气热盐循环
（ｔｈｅｒｍｏｈａｌｉｎｅ ｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎ，ＴＨＣ）的一个箱域模型．近
来，Ｓｃｏｔｔ等［２］用近似解析方法阐述了两半球间ＴＨＣ
耦合海气箱域模型在海洋中盐度的时间变化比温
度的时间变化更慢的理论［３］．本文是进一步用近似
解析解来讨论一类全球气候两半球间扰动海气耦
合振子机理的渐近性态．

大气物理问题是描述十分复杂的自然现象，因
此人们常将这类自然现象在一定的条件下把它简
化为非线性数学模型，然后用近似理论去研究它．
近来，许多近似方法被研究和优化，例如伸缩变量
法、平均化方法，边界层方法，匹配法、多尺度法等
等．许多学者用不同方法作了大量的工作，例如
Ｈｏｖｈａｎｎｉｓｙａｎ 和Ｖｕｌａｎｏｖｉｃ［４］，Ｇｒａｅｆ 和Ｋｏｎｇ［５］，
Ｂａｒｂｕ和Ｃｏｓｍａ［６］以及Ｒａｍｏｓ［７］．莫嘉琪等［８—１５］也
用微分不等式等方法研究了非线性问题的激波，孤
波，激光脉冲［１６，１７］，海洋科学［１８—２１］和大气物
理［２２—２５］等问题．本文是利用一个简单而有效的同伦
映射方法［２６，２７］来求解一类全球气候海气耦合振子

的ＴＨＣ模型．

２ 非线性海气耦合振子模型
　 　 考虑对应于大西洋、太平洋赤道海域上的影响
全球气候海气耦合ＴＨＣ机理．设定其海域由三个
连接的箱域：一个为赤道箱域和两个相邻纬度箱域
组成．两个相邻纬度箱域为相同的尺度，赤道箱域
的体积与相邻纬度箱域的体积之比为Ｖ． 各海洋箱
域的温度和盐度分别为Ｔｉ，Ｓｉ（ｉ ＝ １，２，３）． 我们得
到一个盐度的简化模型的非线性方程［２，３］

ｄ２Ｚ
ｄｔ２１
＋ Ｚ

＝ μ２Ｋ１Ｚ′ ＋ μＺ
２（－ １ ＋ Ｍ ＋ μＭＺ）

＋ μＺ′ ２ＬＺ ＋ Ｍ
Ｚ′ － μＬＺ２ ＋ μ２Ｋ１Ｚ
－ １ ＋ μ( )ＭＺ

＋ ｆ（Ｚ），
（１）

其中Ｚ ＝ （ＳＳ － ＳＮ － １）／（１ ＋ η（１ ＋ δｍｂ）μ，是与海
洋箱域相联系的一个函数，而ｆ（Ｚ）为相关的扰动
项．通过对方程的求解，能引发出我们感兴趣的其
他物理量．为了得到形如方程（１）的简化形式，我们
把ｔ１ ＝ ｃ （１ ＋ ２ ／ Ｖ）槡 η

槡Ａ
ｔ看作为独立变量，与时间ｔ
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直接关联，μ为相应的系数，而
ＳＳ ＝

Ｓ２ － Ｓ１
ΔＳ

，

ＳＮ ＝
Ｓ２ － Ｓ３
ΔＳ

，

Ｌ ＝ － １ ＋ ２Ｖ
Ｖ（２ ＋ Ｖ）Ａ槡 η

，

Ｍ ＝ － １
Ａη
，

μ２Ｋ１ ＝ Ｋ ＝ － 槡Ａ
（１ ＋ ２ ／ Ｖ）槡 η

Ｐ，

Ａ ＝ １
１ ＋ η（１ ＋ δｍｂ），

η ＝（λ ＋ χ ／ ε）（λ ＋ ｎχ ／ ε ＋ ｋαΔＴ）（λ ＋ ｎχ ／ ε）（λ ＋ χ ／ ε ＋ ｋαΔＴ），

Ｐ ＝ １ ＋ （２ ＋ １
Ｖ
）η － （１ － δ１）γＮγＳ

－ ｍδη γＮ
γＳ
＋
ｃγＮ
γＳ

( )－ ｃ ，

γＮ ＝
１
εＷＮ

Ｓ０γ１ΔＴ
Ｄ

，

γＳ ＝
１
εＷＳ

Ｓ０γ１ΔＴ
Ｄ

，

δ ＝ ｋβΔＳ ／（λ ＋ χｎ１ ／ ε ＋ ｋαΔＴ），
δ１ ＝ κβΔＳ ／（λ ＋ χ１ ／ ε ＋ ｋαΔＴ），
ｂ ＝ Ａ ／ Ｖ（λ ＋ ｎχ１（１ ＋ ２ ／ Ｖ）／ ε），
ｃ ＝（λ ＋ ｎχ１ ／ ε）δ ／（λ ＋ χｎ ／ ε ＋ ｋαΔＴ），
ΔＳ ＝ Ｓ１ － Ｓ３，ΔＴ ＝ Ｔ２ － Ｔ１，

且α，β为热、盐水膨胀系数，ｋ为一个相应参数，λ
为关系到全球的平均温度，ｎ和ｍ为热量和湿度传
播指数，χｎ和γｍ为北半球相应的的功效，Ｄ为海洋
深度，Ｓ０ 为参照盐度，εＷＮ 和εＷＳ 分别为北、南半球
由海域到盆地的变率，ε为在相同的箱域下海域与
总区域的变率．方程（１）的详细推导可参见文献［２，
３］．在本文中从略．

３ 模型解的同伦映射法
　 　 引入一个同伦映射［２６，２７］Ｈ（Ｚ，ｐ）：Ｘ × Ｉ → Ｒ ：

Ｈ（Ｚ，ｐ）＝ Ｌ（Ｚ）－ Ｌ（ｚ０）＋ ｐ（Ｌ（ｚ０）
－ Ｆ（Ｚ，Ｚ′））， （２）

其中Ｚ∈［０，∞），Ｉ∈［０，１］，Ｒ∈（－ ∞，＋ ∞），线
性算子Ｌ（Ｚ）＝ ｄ

２Ｚ
ｄｔ２１
－ μ２Ｋ１

ｄＺ
ｄｔ１
＋ Ｚ，ｚ０为原方程（１）

的零次近似，而
Ｆ（Ｚ，Ｚ′）
＝ μＺ２（－ １ ＋ Ｍ ＋ μＭＺ）
＋ μＺ′ ２ＬＺ ＋ Ｍ

Ｚ′ － μＬＺ２ ＋ μ２Ｋ１Ｚ
－ １ ＋ μ( )ＭＺ

＋ ｆ（Ｚ）．
　 　 显然，由（２）式知，Ｈ（Ｚ，１）＝ ０就是方程（１）．
故方程（１）的解Ｚ（ｔ１）就是Ｈ（Ｚ，ｐ）＝ ０的解当ｐ→
１的极限情形．

考虑
Ｈ（Ｚ，ｐ）＝ ０ ． （３）

设
Ｚ ＝

∞

ｉ ＝ ０
Ｚｉ（ｔ）ｐｉ ． （４）

将（４）式代入（３）式，展开非线性项为ｐ的幂级数，
比较等式两边ｐ的同次幂的系数．由ｐ的零次幂的
系数，可得Ｌ（Ｚ０）＝ Ｌ（ｚ０）． 这时我们可取Ｚ０ ＝ ｚ０
为Ｌ（Ｚ）＝ ｄ

２Ｚ
ｄｔ２１
－ μ２Ｋ１

ｄＺ
ｄｔ１
＋ Ｚ ＝ ０的解．

Ｚ０（ｔ１）＝ ｅｘｐ（μ２Ｋ１ ｔ１ ／ ２）（Ｃ１ ｃｏｓ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１

＋ Ｃ２ ｓｉｎ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１）， （５）
其中Ｃｉ（ｉ ＝ １，２）为任意常数．

由ｐ的一次幂的系数，可得
ＬＺ１ ＝ Ｆ１（ｔ１）． （６）

其中
Ｆ１（ｔ１）＝ μＺ２０（－ １ ＋ Ｍ ＋ μＭＺ０）＋ μｄＺ０ ／ ｄｔ (１ ２ＬＺ０

＋ Ｍ
ｄＺ０ ／ ｄｔ１ － μＬＺ

２
０ ＋ μ

２Ｋ１Ｚ０
－ １ ＋ μＭＺ )

０

＋ ｆ（Ｚ０）． （７）
（７）式中的Ｚ０（ｔ１）由（５）式决定．不难得到方程（６）
的解为
Ｚ１（ｔ１）＝ｅｘｐ（μ２Ｋ１ｔ１ ／ ２）［ｃｏｓ １ －（μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１

＋ ｓｉｎ １ －（μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１］

× ∫
ｔ１

０
－
Ｆ１（ξ）ｓｉｎ １ －（μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ξ

１ －（μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ｅｘｐ（μ２Ｋ１ξ ／ ２）
ｄ[ ]ξ ．
（８）

　 　 由ｐ的二次幂的系数，可得
ＬＺ２ ＝ Ｆ２（ｔ１）． （９）

其中
Ｆ２（ｔ１）＝ ３μ２ＭＺ２０Ｚ１ ＋ ２μ（－ １ ＋ Ｍ）Ｚ０Ｚ１

＋ ２μＬ ｄＺ０
ｄｔ１
Ｚ１ ＋ Ｚ０

ｄＺ１
ｄｔ( )
１



４期 周先春等：一类扰动海气耦合振子机理的近似解 ２１７５　 　

＋ μＭ
（－ １ ＋ μＭＺ０） [２ （－ １ ＋ μＭＺ０）
[× ｄＺ０
ｄｔ１
－ μＬＺ２０ ＋ μ

２Ｋ１Ｚ( )０ ｄＺ１ｄｔ１
＋ ｄＺ１
ｄｔ１
－ ２μＬＺ０Ｚ１ ＋ μ

２Ｋ１Ｚ( )１ ｄＺ０ｄｔ ]
１

－ μＭＺ１
ｄＺ０
ｄｔ１
－ μＬＺ２０ ＋ μ

２Ｋ１Ｚ( )０ ｄＺ０ｄｔ ]
１

＋ ｆＺ（Ｚ０）Ｚ１ ． （１０）
（１０）式中的Ｚ０（ｔ１）和Ｚ１（ｔ１）分别由（５）和（８）式决
定．不难得到方程（９）的解为
Ｚ２（ｔ１）＝ ｅｘｐ（μ２Ｋ１ ｔ１ ／ ２）

× ［ｃｏｓ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１

＋ ｓｉｎ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１］

× ∫
ｔ１

０

Ｆ２（ξ）ｃｏｓ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ξ

１ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ｅｘｐ（μ２Ｋ１ξ ／ ２）
ｄ[ ]ξ ．
（１１）

　 　 于是由（４）式，令ｐ ＝ １，并由（５），（８）和（１１）
式，便得到了方程（１）的二次近似的解：
Ｚｈｏｍ（ｔ１）≈ｅｘｐ（μ２Ｋ１ ｔ１ ／ ２）

× （Ｃ１ ｃｏｓ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１

＋ Ｃ２ ｓｉｎ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１）
＋ ｅｘｐ（μ２Ｋ１ ｔ１ ／ ２）［ｃｏｓ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１

＋ ｓｉｎ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｔ１］

× ∫
ｔ１

０

ｃｏｓ １ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ξ

１ － （μ２Ｋ１ ／ ２）槡 ２ ｅｘｐ（μ２Ｋ１ ξ ／ ２）

[× μＺ２０（－ １ ＋ Ｍ ＋ μＭＺ０）＋ μｄＺ０ ／ ｄξ

× ２ＬＺ０ ＋ Ｍ
ｄＺ０ ／ ｄξ － μＬＺ

２
０ ＋ μ

２Ｋ１Ｚ０
－ １ ＋ μＭＺ( )

０

＋ ｆ（Ｚ０）＋ ３μ２ＭＺ２０Ｚ１ ＋ ２μ（－ １ ＋ Ｍ）Ｚ０Ｚ１
＋ ２μＬ ｄＺ０

ｄξ
Ｚ１ ＋ Ｚ０

ｄＺ１
ｄ( )ξ

＋ μＭ
（－ １ ＋ μＭＺ０） [２ （－ １ ＋ μＭＺ０）
[× （ｄＺ０
ｄξ
－ μＬＺ２０ ＋ μ

２Ｋ１Ｚ０）
ｄＺ１
ｄξ

＋ ｄＺ１
ｄξ
－ ２μＬＺ０Ｚ１ ＋ μ

２Ｋ１Ｚ( )１ ｄＺ０ｄ ]ξ

－ μＭＺ１
ｄＺ０
ｄξ
－ μＬＺ２０ ＋ μ

２Ｋ１Ｚ( )０ ｄＺ０ｄ ]ξ
＋ ｆＺ（Ｚ０）Ｚ ]１ ｄξ． （１２）

　 　 同理，可以得到模型（１）的更高次的近似解．

４ 解的精度比较
　 　 我们来研究用同伦映射方法得到的近似解的
精度．为了避免繁杂的计算．下面仅考虑模型（１）在
微扰情形下的解，并设ｆ（ｕ）＝ μｅｘｐｕ，０ ＜ μ  １ ．

首先，我们能用摄动方法［２８］来得到微扰情形非
线性海气振子ＴＨＣ模型（１）的摄动解．可以通过计
算（详细计算过程从略），得到方程（１）的摄动渐近
解Ｚ ａｓｙ 的表示式为
Ｚ ａｓｙ（ｔ１）
＝ ａｓｉｎ（τ ＋ ）

[＋ ａ２ １
２
－ １ － ２Ｍ

６
ｃｏｓ２（ｔ１ ＋ ）－ Ｌ３ ｓｉｎ２（ｔ１ ＋ ( )）

＋ ∫
ｔ１

０
ｅｘｐ（ａｓｉｎ（τ ＋ ））ｓｉｎ（ｔ１ － τ）ｄ ]τ μ ＋ Ｏ（μ２）

　 　 　 ｔ１ ∈ ［０，ｔ０］，０ ＜ μ  １， （１３）
其中ａ，为任意常数，ｔ０ 为足够大的正常数．

其次，我们再来考虑用前面同伦映射方法得到
的近似解．根据前面的计算结果，方程（１）的同伦映
射解Ｚ ｈｏｍ的表示式由（１２）决定．将（１２）式按μ渐近
展开，得到解的渐近表示式
Ｚｈｏｍ（ｔ１）＝ ａｓｉｎ（ｔ１ ＋ ）

[＋ ａ (２ １
２
－ １ － ２Ｍ

６
ｃｏｓ２（ｔ１ ＋ ）

－ Ｌ
３
ｓｉｎ２（ｔ１ ＋  )）

＋ ∫
ｔ１

０
ｅｘｐ（ａｓｉｎ（τ ＋ ））ｓｉｎ（ｔ１ － τ）ｄ ]τ μ

＋ Ｏ（μ２）　 ｔ１ ∈［０，τ０］，０ ＜ μ １，　（１４）
其中，ａ ＝ Ｃ２１ ＋ Ｃ槡 ２

２， ＝ ａｔａｎ
Ｃ１
Ｃ２
为任意常数．

比较两种方法得到的近似解（１３）和（１４）式，它
们完全相同．由此说明，用同伦映射方法得到的近
似解具有较高的精度．

从另一角度来看，给定扰动耦合海气振子非线
性方程的无量纲参数为Ｋ１ ＝ Ｍ ＝ Ｌ ＝ １，μ ＝ ０ ２ ．
我们能够得到方程（１）在初始值和扰动项为别为
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Ｚ（０）＝ １，Ｚ′（０）＝ ０，ｆ（Ｚ）＝ μｅｘｐＺ时在（ｔ１，Ｚ）平
面上，用同伦映射方法得到的近似解与模拟精确解
分别对应的曲线图（见图１所示）．

图１　 同伦映射近似解和模拟精确解

　 　 从图１也可看出，用同伦映射方法得到的近似
解与方程的精确解具有较小的误差．

５ 结 论
　 　 大气物理全球气候自然现象所涉及的面很广．
通常通过一些主要的影响因素把它归化为某类非
线性数学模型，然后用特定的方法求出其主要物理
量的近似值．同伦映射方法就是一个较好的近似求
解方法．它不但能有效地得到问题的近似解，而且
它不同于一般的数值模拟方法，它是一个解析方
法．因此，通过它得到的近似解析解，还可进行微
分、积分等解析运算．从而可继续得到其他相关物
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