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　 　 研究了小的有限振幅的无磁场尘埃等离子体中的非线性波．在一维情况下由Ｋｏｒｔｅｗｅｇ ｄｅ Ｖｅｒｉｅｓ （ＫｄＶ）方程来
描述，考虑了二维情况下尘埃等离子体中尘埃颗粒上电荷的变化效应以及双温度离子效应后，尘埃等离子体受到
横向高阶扰动后动力学方程由ＫａｄｏｍｔｓｅｖＰｅｔｖｉａｓｈｖｉｌｉ（ＫＰ）方程来描述．在此基础上，研究了以任意夹角传播的两个
及三个孤立子的相互作用问题，考虑非线性效应后振幅相等的双孤立子在相互作用区域内振幅最大值是单个孤立
子振幅的４倍，振幅相等的三孤立子在相互作用区域内振幅最大值是单个孤立子振幅的９倍．研究还表明波的传
播方向受到横向高阶扰动后是稳定的．
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１ 引 言
近年来，对于尘埃等离子体中的低频振动进行

了大量的研究［１—３］，尘埃等离子体中尘埃颗粒的质
量远大于电子与离子的质量，尘埃等离子体已经在
空间与实验室中分别被观察到［４］．最近，关于尘埃
等离子体的研究发展很快，特别是自Ｓｈｕｋｌａ等发现
尘埃等离子体中尘埃声波与尘埃离子声波并被实
验验证后［５—９］，许多学者进行了关于尘埃等离子体
中线性与非线性波的研究［１０］，这些工作中有尘埃包
络孤立波［１１］，尘埃孤立波的调制不稳定性［１２］，尘埃
颗粒大小及尘埃荷电量对尘埃等离子体中各种线
性与非线性波的影响［１３—１５］，弱二维尘埃等离子体中
尘埃声波在受到高阶横向扰动时是否稳定［１２］等问
题．在无磁场一维尘埃等离子体中有限小振幅的非
线性波可以由著名的Ｋｏｒｔｅｗｅｇ ｄｅ Ｖｒｉｅｓ（ＫｄＶ）方程
来描述．如果在横向方向非线性波受到高阶扰动，
这种有限小振幅的非线性波可以由Ｋａｄｏｍｔｓｅｖ
Ｐｅｔｖｉａｓｈｖｉｌｉ（ＫＰ）方程来描述．一维ＫｄＶ方程描述的
孤立子的碰撞问题已经进行了大量的研究［１５］，包括
孤立子的正碰（ｈｅａｄｏｎ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ）与追碰（ｏｖｅｒｔａｋｉｎｇ
ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ）［１５］． 最近一些学者对二维ＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎ凝

聚系统［１６］、等离子体系统［１７—２０］及非线性晶格［２１］系
统以任意夹角传播的孤立子的碰撞问题做了很多
的研究工作． 本文在前人工作的基础上，针对由两
种离子温度的尘埃等离子体，研究了以任意夹角传
播的两个及三个孤立子的相互作用问题．我们发
现，考虑了非线性效应以后在特定的条件下振幅相
等的双孤立子在相互作用区域内振幅的最大值是
单个孤立子振幅的４倍，振幅相等的三孤立子在相
互作用区域内振幅的最大值是单个孤立子振幅的９
倍，可以猜测，如果有Ｎ个孤立子发生相互作用在
特殊的条件下，在相互作用区域振幅的最大值可能
会达到Ｎ２倍．如果在等离子体中出现这种情况由于
出现超高密度电荷的聚集可能会导致放电击穿等
现象．这种波一旦产生将会对系统产生无法预料的
后果．同时还发现，在横向方向受到高阶扰动时非
线性波是稳定的．

２ ＫＰ方程的推导
　 　 下面考虑尘埃等离子体中的二维非线性波问
题．为能简要说明问题，我们不考虑外磁场，并假设
波沿ｘ方向传播，高阶扰动在ｙ方向．尘埃等离子体
中尘埃颗粒的质量远大于电子与离子质量．我们考
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虑的尘埃等离子体有三种成分，分别是：质量很大
并带有大量负电荷的尘埃颗粒、电子与离子．处于
热力学平衡的电中性条件为ｎ ｉｌ０ ＋ ｎ ｉｈ０ ＝ Ｚ ｄ０ｎｄ０ ＋
ｎ ｅ０，这里ｎ ｉｈ０（ｎ ｉｌ０），ｎ ｅ０ 与ｎｄ０ 分别是未受扰动的高
（低）温离子、电子与尘埃颗粒的粒子数密度，Ｚ ｄ０ 是
未受扰动情况下以电子电量为单位的尘埃颗粒的
带电量．

对干二维低频尘埃声波，冷尘埃等离子体满足
的无量纲化的流体力学方程组为
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　 　 这里ｕｘ与ｕｙ分别是尘埃流体在ｘ与ｙ的速度分
量，ｎｄ 与ｍ ｄ 分别是尘埃颗粒的密度和质量，Ｑ ｄ ＝
ｅＺ ｄ 是尘埃颗粒上的荷电量，Ａ ｅ０ ＝
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表示电子、低温离子与高温离子的温度．
为对所有变量归一化，定义δ１ ＝
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，δ２ ＝
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并定义一个有效温度Ｔ ｅｆｆ，表示如下：
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　 　 尘埃密度用ｎｄ０ 归一化，Ｚ ｄ 用Ｚ ｄ０ 归一化，空间
坐标ｘ，ｙ，时间ｔ，速度和电势分别用Ｄｅｂｙｅ长度
λＤｄ ＝ （

Ｔ ｅｆｆ
４πＺ ｄ０ｎｄ０ ｅ

）１２、尘埃等离子体频率的倒数ω －１ｐｄ
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）１２ 及
Ｔ ｅｆｆ
ｅ
归一化．
尘埃流运动的特征时间为毫秒量级［１６］．然而，

这种由流向尘埃颗粒表面的电子和离子引起的尘

埃充电的特征时间为毫微秒量级［１６］．所以，尘埃颗
粒的充电过程可以很快达到平衡状态，这样尘埃颗
粒的电流方程可以写成［１６］

Ｉｅ ＋ Ｉ ｉｌ ＋ Ｉ ｉｈ ＝ ０ ． （９）
　 　 假设电子和离子的流动速度小于它们的热运
动速度． 根据著名的有限轨道运动探测（ｏｒｂｉｔ
ｍｏｔｉｏｎｌｉｍｉｔｅｄ ｐｒｏｂｅ，ＯＭＬＰ）模型，为了研究尘埃声
波在受到横向高阶扰动时是否稳定，我们将用传统
的摄动方法来获得ＫＰ方程，做如下的变换：

ξ ＝ ε（ｘ － ｃｔ）， （１０）
Ｙ ＝ ε２ ｙ， （１１）
Ｔ ＝ ε３ ｔ， （１２）

这里ｃ是线性尘埃声波的传播速度，ε是一个表示
非线性强度的小参量．

做如下的展开：
ｎ ＝ １ ＋ ε２ｎ１ ＋ ε

４ｎ２ ＋ … ， （１３）
ｕｘ ＝ ε

２ｕｘ１ ＋ ε
４ｕｘ２ ＋ … ， （１４）

ｕｙ ＝ ε
３ｕｙ１ ＋ ε

５ｕｙ２ ＋ … ， （１５）
 ＝ ε２１ ＋ ε

４２ ＋ … ， （１６）
Ｚ ｄ ＝ １ ＋ ε

２Ｚ ｄ１ ＋ ε
４Ｚ ｄ２ ＋ … ， （１７）

运用文献［１６］中的方法，比较ε的同次幂，分别得
到关于ε的各级项后最终得到著名的ＫＰ方程
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　 　 这里
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Ｃ ＝ － ｃ２ ． （２１）
　 　 关于ＫＰ方程（１８）已经有了大量的研究工作，
ＫＰ方程有一维的孤立波解，孤立波解有重要的性
质．如果在此一维孤立波的垂直方向施加一个高阶
扰动，孤立波是否稳定也是一个很重要的问题．下
面我们将重点讨论这些问题．

３ 弱二维孤立波及其特性
　 　 对ＫＰ 方程（１８）做变换，我们得到如下的
ＫＰ方程：
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　 　 设方程（２２）有解ｕ ＝ － ２ 
２

ｘ２
（ｌｎｖ），我们设ｖ ＝

１ ＋ ｅ ｋｘ ＋ ｌｙ －ωｔ，则可以得到单孤立子解为
ｕ ＝ － ｋ

２

２
ｓｅｃｈ２ ｋｘ ＋ ｌｙ － ωｔ[ ]２

， （２３）

单孤立子的振幅为－ ｋ
２

２
．

如果设ｖ ＝ １ ＋ ｖ１ ＋ ｖ２ ＋ Ａｖ１ ｖ２，其中ｖｊ ＝

ｅ ｋ ｊｘ ＋ ｌ ｊｙ －ω ｊｔ － δ ｊ，ω ｊ ＝ ｋ３ｊ ＋ ３ ｌ２ｊ ／ ｋ ｊ，ｊ ＝ １，２，我们就得到双
孤立子解，该双孤立子传播方向的夹角为ｃｏｓα ＝

ｋ１ ｋ２ ＋ ｌ１ ｌ２
（ｋ２１ ＋ ｌ２１）（ｋ２２ ＋ ｌ２２槡 ）

，通过求极大值可以得到双孤

立子在相互作用区域取得的最大值为ｕｍａｘ ＝

－
（ｋ１ ＋ ｋ２）２

２
，如果ｋ１ ＝ ｋ２，发现振幅相等的两个孤

立子在相互作用区域振幅的最大值可以是单个孤
立子振幅的４倍．同理，我们可以求得３个振幅相等
的孤立子在相互作用区域内的最大振幅为ｕｍａｘ ＝
－ ９ｋ

２

２
，可以看出最大值是单个孤立子振幅的９倍．

此结论和线性结果完全不同，因为线性结论认为：
振幅相等的双孤立子在相互作用区域内振幅的最
大值应该是单个孤立子振幅的２倍，振幅相等的三
孤立子在相互作用区域内振幅的最大值应该是单
个孤立子振幅的３倍．然而，我们发现：考虑了非线
性效应以后振幅相等的双孤立子在相互作用区域
内振幅的最大值是单个孤立子振幅的４倍，振幅相
等的三孤立子在相互作用区域内振幅的最大值是
单个孤立子振幅的９倍，可以想象，如果有Ｎ个孤
立子发生相互作用在特殊的条件下，在相互作用区
域振幅的最大值是否会达到Ｎ２ 倍？这将有待于我
们做进一步的理论与实验研究．这种波一旦产生将
会对我们的系统产生什么后果？在固体中如果出
现这种情况有可能会使其断裂；在流体中如果出现
此情况可能会产生巨大振幅的波浪，在等离子体中
如果出现这种情况由于出现超高密度电荷的聚集
可能会导致放电击穿现象等．

４ 弱二维孤立波的稳定性问题
　 　 ＫＰ方程（２２）有如下形式的二维孤立子解：

ｕ ＝ ４［－ （ｘ － Ｖｔ）
２ ＋ ｗｙ２ ＋ ３ ／ Ａ２］

［（ｘ － Ｖｔ）２ ＋ ｗｙ２ ＋ ３ ／ Ａ２］２ ，（２４）
其中ｗ ＝ Ａ２，Ｖ ＝ Ａ２ ．

解（２４）又称为Ｌｕｍｐ解，同时有正负振幅．其总
质量定义为

∫
＋∞

－∞
ｕｄｘｄｙ ＝ ０ ． （２５）

　 　 方程的Ｌｕｍｐ孤立子解的质量和能量都守恒，
在二维空间中为了研究孤立子在受到横向长波近
似的小扰动以后孤立波是否稳定，做如下的变换：

ζ ＝ ｋｘ － ωｔ － ｘ０， （２６）
ξ ＝ ｌｙ， （２７）
τ ＝ ｋ２ ｔ， （２８）
ｕ ＝ （ζ）＋ ｅλτ ＋ ｉνξ ｖ（ζ）． （２９）

这里（ζ）是单孤立子解．由ＫＰ方程我们得到
ｖ － ４［（１ － ３ｓｅｃｈ２ζ）ｖ］″ ＋ ４λｖ′ ＋ ３ν２ｖ ＝ ０． （３０）

　 　 如果存在复数λ和实数ν并且Ｒｅλ ＞ ０，则存
在不稳定的解．进一步的分析告诉我们，ＫＰ方程的
孤立子解在长波极限扰动的情况下是稳定的．

５ 结 论
　 　 考虑了非线性效应以后振幅相等的双孤立子
在相互作用区域内振幅的最大值是单个孤立子振
幅的４倍，振幅相等的三孤立子在相互作用区域内
振幅的最大值是单个孤立子振幅的９倍．这种非线
性波的叠加性质是非常重要的．例如：如果在固体
中出现这种情况有可能会使其断裂，如果在流体中
出现此情况可能会产生巨大振幅的波浪，如果在等
离子体中出现这种情况由于出现超高密度电荷的
聚集可能会导致放电击穿现象等．无法预料一旦产
生这种波将会对系统产生何种后果．我们也可以利
用波的这种非线性叠加性质，同时尽量避免这种非
线性叠加带来的不利现象．另外还发现，孤立波在
横向受到长波近似的小扰动后波是稳定的．
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