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　 　 研究了具有未知参数的ＬｏｒｅｎｚＳｔｅｎｆｌｏ（ＬＳ）系统和一种新型超混沌系统以及ＬＳ系统和超混沌Ｃｈｅｎ系统的修
正函数投影同步问题．利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和主动控制方法，设计自适应控制器和参数更新规则，实现不同超
混沌系统的修正函数投影同步，同时估计出系统的未知参数．数值仿真验证了该自适应控制器的有效性．
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北京市教委重点学科共建项目（批准号：ＸＫ１０００８０５３７）资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｗａｎｇｊｉａｎａｎ５８８＠ ｓｏｈｕ． ｃｏｍ

１ 引 言
自Ｐｅｃｏｒａ和Ｃａｒｒｏｌ［１］实现混沌同步以来，由于

其在通信保密等领域的潜在应用价值而受到人们
的广泛关注，获得了大量的研究成果［２—１３］．同时，各
种同步方案相继提出，如：完全同步、反同步、相同
步、滞后同步、广义同步、投影同步、修正投影同步
等．最近有学者提出了新的同步方案，即函数投影
同步和修正函数投影同步［１４，１５］．较之投影同步，函
数投影同步意味着驱动响应系统按照函数比例关
系进行同步，这种特性在进行数字信号保密通信中
具有更加安全的特点．

超混沌系统是指具有两个以上正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数的动力学系统，它比弱混沌系统具有更加复杂
的动力学行为．由于其在非线性电路、保密通信等
领域具有重要的应用价值，因此超混沌系统的同步
是一个热点问题．文献［１６，１７］基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定
理论分别研究了超混沌Ｒｓｓｌｅｒ和超混沌Ｃｈｅｎ系统
自适应同步问题．文献［１８，１９］研究了两个不同超
混沌系统的自适应反同步问题．文献［２０］研究了超
混沌系统的广义同步问题．然而，对于一些具有复
杂动力学行为的超混沌系统的函数投影同步，尤其
是不同结构超混沌系统的研究却未见报道．如能实
现不同结构超混沌系统的函数投影同步，将会扩大
混沌同步的通信范围和保密效果，从而使混沌同步

具有更加广阔的应用前景．
利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定理论和主动控制思想，本文

分别研究了具有未知参数的ＬｏｒｅｎｚＳｔｅｎｆｌｏ（ＬＳ）系
统［２１］和一个新型超混沌（ＣＹＱＹ）系统［２２］以及ＬＳ系
统和超混沌Ｃｈｅｎ系统［２３］的修正函数投影同步问题，
提出可实现不同超混沌系统修正函数投影同步的控
制器和参数更新规则．该规则可将系统中的未知参数
估计至真值．数值仿真表明了该方法的有效性．

２ 问题描述及基本假设
考虑如下耦合的两个非线性混沌系统：

ｘ·＝ ｆ（ｘ），
ｙ·＝ ｇ（ｙ）＋ ｕ（ｘ，ｙ）， （１）

其中，ｘ，ｙ∈ Ｒｎ是状态向量，ｆ，ｇ：Ｒｎ → Ｒｎ是连续可
微函数，ｕ（ｘ，ｙ）是控制输入．第一个式子为驱动系
统，第二个式子为响应系统．定义如下的误差系统：

ｅ ＝ ｘ － Λ（ｔ）ｙ， （２）
其中， Λ（ｔ） ＝ ｄｉａｇ｛Λ１（ｔ），Λ２（ｔ），… ，Λ ｎ（ｔ）｝，
Λ ｉ（ｔ）是连续可微的有界函数．对于ｔ，假设Λ ｉ（ｔ）
≠ ０ ． 我们称Λ（ｔ）为比例函数矩阵，Λ ｉ（ｔ）为比例
函数．对于系统（１）和给定的Λ（ｔ），设计ｕ（ｘ，ｙ），
如能使得在任意初始条件下满足ｌｉｍ

ｔ→∞
‖ｅ‖ ＝ ０，那

么，我们称系统（１）是修正函数投影同步．当Λ１（ｔ）
＝ Λ２（ｔ）＝ … ＝ Λ ｎ（ｔ）＝ （ｔ）时，称其为函数投影
同步．很明显，文献［１１—１９，２４］所研究的同步问题
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都属于修正函数投影同步的特殊情况．
超混沌ＬＳ系统是瑞典物理学家Ｌｅｎｎａｒｔ Ｓｔｅｎｆｌｏ

利用低频率和短波长近似地研究大气波时将Ｌｏｒｅｎｚ
系统推广后所得到的一个四维非线性系统，其数学
模型描述为

ｘ·＝ α（ｙ － ｘ）＋ γｗ，
ｙ·＝ ｘ（ｒ － ｚ）－ ｙ，
ｚ·＝ ｘｙ － βｚ，
ｗ·＝ － ｘ － αｗ．

（３）

当参数α ＝ １，β ＝ ０ ７，γ ＝ １ ５，ｒ ＝ ２６时，系统（３）
处于超混沌状态．

基于著名的Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统，Ｃｈｅｎ等提出一个新
的超混沌系统，命名为ＣＹＱＹ系统，其动力学方程为

ｘ·＝ ｌ（ｙ － ｘ）＋ ｋｙｚ，
ｙ·＝ ｎｘ － ｊｘｚ ＋ ｙ ＋ ｗ，
ｚ·＝ ｘｙ － ｍｚ，
ｗ·＝ － ｓｙ．

（４）

当参数ｌ ＝ ３５，ｍ ＝ ４ ９，ｎ ＝ ２５，ｊ ＝ ５，ｋ ＝ ３５，
ｓ ＝ １００时，系统（４）是超混沌的．

超混沌Ｃｈｅｎ系统具有如下的数学模型：
ｘ·＝ ａ（ｙ － ｘ）＋ ｗ，
ｙ·＝ ｄｘ － ｘｚ ＋ ｃｙ，
ｚ·＝ ｘｙ － ｂｚ，
ｗ·＝ ｙｚ ＋ ｈｗ．

（５）

该系统随着参数的改变产生复杂的动力学行为，当
ａ ＝ ３５，ｂ ＝ ３，ｃ ＝ １２，ｄ ＝ ７，ｈ∈（０ ０８５，０ ７９８］时，
系统将出现超混沌行为．

注１ 　 上述三个超混沌系统的混沌吸引子及其
性质可参见文献［２１—２３］．文献［２４］研究了上述超
混沌系统的自适应同步问题，我们在此基础上研究
更为复杂的函数投影同步问题．

３ ＬＳ系统和ＣＹＱＹ系统的自适应修
正函数投影同步

　 　 假设ＬＳ系统为驱动系统，ＣＹＱＹ系统为响应系
统，则驱动响应系统方程如下所示：

ｘ·１ ＝ α（ｙ１ － ｘ１）＋ γ１ｗ１，
ｙ·１ ＝ ｘ１（ｒ － ｚ１）－ ｙ１， （６）
ｚ·１ ＝ ｘ１ ｙ１ － βｚ１，

ｗ·１ ＝ － ｘ１ － αｗ１，
ｘ·２ ＝ ｌ（ｙ２ － ｘ２）＋ ｋｙ２ ｚ２；
ｙ·２ ＝ ｎｘ２ － ｊｘ２ ｚ２ ＋ ｙ２ ＋ ｗ２， （７）
ｚ·２ ＝ ｘ２ ｙ２ － ｍｚ２，
ｗ·２ ＝ － ｓｙ２，

这里，α，β，γ，ｒ和ｌ，ｍ，ｎ，ｊ，ｋ，ｓ是未知参数，ｕ１，ｕ２，
ｕ３，ｕ４是所需要设计的同步控制器．定义如下的修正
函数投影同步误差为

ｅ１ ＝ ｘ１ － Λ１（ｔ）ｘ２，
ｅ２ ＝ ｙ１ － Λ２（ｔ）ｙ２，
ｅ３ ＝ ｚ１ － Λ３（ｔ）ｚ２，
ｅ４ ＝ ｗ１ － Λ４（ｔ）ｗ２ ．

（８）

我们的目标是设计合适的控制器，使得响应系统
（７）能全局渐近修正函数投影同步驱动系统（６），即
ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅ‖ ＝ ０，其中，ｅ ＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）Ｔ ．
由（６）和（７）式可得误差动态方程为
ｅ·１ ＝ α（ｙ１ － ｘ１）＋ γｗ１

－ Λ１（ｔ）（ｌ（ｙ２ － ｘ２）＋ ｋｙ２ ｚ２）
－ Λ
·
１（ｔ）ｘ２ － Λ１（ｔ）ｕ１，

ｅ·２ ＝ ｘ１（ｒ － ｚ１）－ ｙ１ － Λ２（ｔ）
× （ｎｘ２ － ｊｘ２ ｚ２ ＋ ｙ２ ＋ ｗ２）
－ Λ
·
２（ｔ）ｙ２ － Λ２（ｔ）ｕ２，

ｅ·３ ＝ ｘ１ ｙ１ － βｚ１ － Λ３（ｔ）（ｘ２ ｙ２ － ｍｚ２）
－ Λ
·
３（ｔ）ｚ２ － Λ３（ｔ）ｕ３，

ｅ·４ ＝ － ｘ１ － αｗ１ ＋ Λ４（ｔ）ｓｙ２
－ Λ
·
４（ｔ）ｗ２ － Λ４（ｔ）ｕ４ ．

（９）

现在系统（６）和（７）的修正函数投影同步问题转化
为（９）式的稳定性问题．只要（９）式在原点处全局渐
近稳定，即获得同步．基于主动控制思想，设计如下
的同步控制器和参数更新规则：
ｕ１ ＝

１
Λ１（ｔ）（α１（ｙ１ － ｘ１）＋ γ１ｗ１
－ Λ１（ｔ）（ｌ１（ｙ２ － ｘ２）＋ ｋ１ ｙ２ ｚ２）
－ Λ
·
１（ｔ）ｘ２ ＋ ｅ１），

ｕ２ ＝
１

Λ２（ｔ）（－ ｙ１ － Λ２（ｔ）（ｎ１ ｘ２ － ｊ１ ｘ２ ｚ２ ＋ ｙ２ ＋ ｗ２）
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＋ ｘ１（ｒ１ － ｚ１）－ Λ
·
２（ｔ）ｙ２ ＋ ｅ２）， （１０）

ｕ３ ＝
１

Λ３（ｔ）（ｘ１ ｙ１ － β１ ｚ１ － Λ３（ｔ）（ｘ２ ｙ２ － ｍ１ ｚ２）

－ Λ
·
３（ｔ）ｚ２ ＋ ｅ３），

ｕ４ ＝
１

Λ４（ｔ）（－ ｘ１ － α１ｗ１ ＋ Λ４（ｔ）ｓ１ ｙ２

－ Λ
·
４（ｔ）ｗ２ ＋ ｅ４）；

α·１ ＝（ｙ１ － ｘ１）ｅ１ － ｗ１ ｅ４ ＋ α～，
β
·
１ ＝ － ｚ１ ｅ３ ＋ β

～，
γ·１ ＝ ｗ１ ｅ１ ＋ γ

～，
ｒ·１ ＝ ｘ１ ｅ２ ＋ ｒ～，
ｌ
·
１ ＝ － Λ１（ｔ）（ｙ２ － ｘ２）ｅ１ ＋ ｌ

～， （１１）
ｍ·１ ＝ Λ３（ｔ）ｚ２ ｅ３ ＋ ｍ～，
ｎ·１ ＝ － Λ２（ｔ）ｘ２ ｅ２ ＋ ｎ～，
ｊ
·
１ ＝ Λ２（ｔ）ｘ２ ｚ２ ｅ２ ＋ ｊ

～，
ｋ
·
１ ＝ － Λ１（ｔ）ｙ２ ｚ２ ｅ１ ＋ ｋ

～，
ｓ·１ ＝ Λ４（ｔ）ｙ２ ｅ４ ＋ ｓ～，

其中，α１，β１，γ１，ｒ１，ｌ１，ｍ１，ｎ１，ｊ１，ｋ１，ｓ１ 分别用来估计
未知参数α，β，γ，ｒ，ｌ，ｍ，ｎ，ｊ，ｋ，ｓ，α～ ＝ α － α１，β

～
＝ β

－ β１，γ～ ＝ γ － γ１，ｒ～ ＝ ｒ － ｒ１，ｌ
～
＝ ｌ － ｌ１，ｍ～ ＝ ｍ － ｍ１，

ｎ～ ＝ ｎ － ｎ１，ｊ
～
＝ ｊ － ｊ１，ｋ

～
＝ ｋ － ｋ１，ｓ～ ＝ ｓ － ｓ１ ．

定理１ 　 对于任意给定的比例函数矩阵Λ（ｔ）
和初始条件，在同步控制器（１０）和参数更新规则
（１１）的作用下，可实现ＬＳ系统（６）和ＣＹＱＹ系统
（７）的修正函数投影同步，且未知参数可估计至
真值．

证明　 将同步控制器（１０）代入误差方程（９）
式，得
ｅ·１ ＝（ｙ１ － ｘ１）α～ ＋ ｗ１ γ～ － Λ１（ｔ）（（ｙ２ － ｘ２）ｌ

～

＋ ｙ２ ｚ２ ｋ
～）－ ｅ１，

ｅ·２ ＝ ｘ１ ｒ～ － Λ２（ｔ）（ｘ２ ｎ～ － ｘ２ ｚ２ ｊ
～）－ ｅ２， （１２）

ｅ·３ ＝ － ｚ１ β
～
＋ Λ３（ｔ）ｚ２ｍ～ － ｅ３，

ｅ·４ ＝ － ｗ１ α
～ ＋ Λ４（ｔ）ｙ２ ｓ～ － ｅ４ ．

选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ ＝ １
２
（ｅＴｅ ＋ α～ ２ ＋ β～ ２ ＋ γ～ ２ ＋ ｒ～ ２ ＋ ｌ～ ２

＋ ｍ～ ２ ＋ ｎ～ ２ ＋ ｊ
～ ２ ＋ ｋ

～ ２ ＋ ｓ～ ２）， （１３）
将其沿（１２）式求导，并将更新规则（１１）式代入，得

Ｖ
·
＝ ｅＴｅ·＋ α～ α

·～ ＋ β～ β
·～
＋ γ～ γ

·～ ＋ ｒ～ ｒ·～ ＋ ｌ～ ｌ
·～

＋ ｍ～ ｍ
·～ ＋ ｎ～ ｎ·～ ＋ ｊ～ ｊ

·～
＋ ｋ
～
ｋ
·～
＋ ｓ～ ｓ

·～

＝ ｅ１ ｅ·１ ＋ ｅ２ ｅ·２ ＋ ｅ３ ｅ·３ ＋ ｅ４ ｅ·４ － α
～ α·１ － β

～
β
·
１ － γ

～ γ·１

－ ｒ～ ｒ·１ － ｌ
～
ｌ
·
１ － ｍ

～ ｍ·１ － ｎ～ ｎ·１ － ｊ
～
ｊ
·
１ － ｋ

～
ｋ
·
１ － ｓ

～ ｓ·１

＝ － ｅ２１ － ｅ
２
２ － ｅ

２
３ － ｅ

２
４ － α

～ ２ － β
～ ２ － γ～ ２ － ｒ～ ２

－ ｌ
～ ２ － ｍ～ ２ － ｎ～ ２ － ｊ

～ ２ － ｋ
～ ２ － ｓ～ ２

＝ － ２Ｖ ≤ ０ ． （１４）
根据（１４）式可知Ｖ·是半负定的，因此ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４ ∈
Ｌ∞，α～，β

～，γ～，ｒ～ ∈ Ｌ∞，ｌ
～，ｍ～，ｎ～，ｊ～，ｋ～，ｓ～ ∈ Ｌ∞ ． 由

（９），（１１）和（１２）式可知，ｅ·１，ｅ·２，ｅ·３，ｅ·４∈ Ｌ∞，α
·～，β
·～，

γ
·～，ｒ·～ ∈ Ｌ∞，ｌ

·～，ｍ·～，ｎ·～，ｊ
·～，ｋ
·～，ｓ·～ ∈ Ｌ∞ ．又因∫

ｔ

０
Ｖｄｔ

＝ ２（Ｖ（０）－ Ｖ（ｔ））≤ ２Ｖ（０），所以ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４∈ Ｌ２，
α～，β～，γ～，ｒ～ ∈ Ｌ２，ｌ

～，ｍ～，ｎ～，ｊ～，ｋ～，ｓ～ ∈ Ｌ２ ． 根据
Ｂａｒｂａｌａｔ引理可知，当ｔ→ ∞时，ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４ → ０，α～，
β
～，γ～，ｒ～ → ０，ｌ～，ｍ～，ｎ～，ｊ～，ｋ～，ｓ～ → ０ ． 从而，ＬＳ系统
（６）和ＣＹＱＹ系统（７）实现了修正函数投影同步，且
未知参数可估计至真值．证毕．

注２ 　 如果ＬＳ系统（６）或ＣＹＱＹ系统（７）的参
数是已知的，运用上述控制策略，去掉其中相应的
参数更新规则，即可实现函数投影同步．

４ ＬＳ系统和超混沌Ｃｈｅｎ系统的自适
应修正函数投影同步

　 　 假设ＬＳ系统为驱动系统，超混沌Ｃｈｅｎ系统为
响应系统，则驱动系统方程如（６）式，响应系统方程
如下所示：

ｘ·２ ＝ ａ（ｙ２ － ｘ２）＋ ｗ２ ＋ ｕ１，
ｙ·２ ＝ ｄｘ２ － ｘ２ ｚ２ ＋ ｃｙ２ ＋ ｕ２，
ｚ·２ ＝ ｘ２ ｙ２ － ｂｚ２ ＋ ｕ３，

（１５）
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ｗ·２ ＝ ｙ２ ｚ２ ＋ ｈｗ２ ＋ ｕ４，
这里，ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｈ是未知参数，ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４ 是所需
要设计的同步控制器．定义如同（８）式同步误差，我
们的目标是设计合适的控制器，使得响应系统（１５）
能全局渐近修正函数投影同步驱动系统（６），即
ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅ‖ ＝ ０ ．

由（６）和（１５）式可得误差动态方程为
ｅ·１ ＝ α（ｙ１ － ｘ１）＋ γｗ１

－ Λ１（ｔ）（ａ（ｙ２ － ｘ２）＋ ｗ２）
－ Λ
·
１（ｔ）ｘ２ － Λ１（ｔ）ｕ１，

ｅ·２ ＝ ｘ１（ｒ － ｚ１）－ ｙ１
－ Λ２（ｔ）（ｄｘ２ － ｘ２ ｚ２ ＋ ｃｙ２）
－ Λ
·
２（ｔ）ｙ２ － Λ２（ｔ）ｕ２，

ｅ·３ ＝ ｘ１ ｙ１ － βｚ１ － Λ３（ｔ）（ｘ２ ｙ２ － ｂｚ２）
－ Λ
·
３（ｔ）ｚ２ － Λ３（ｔ）ｕ３，

ｅ·４ ＝ － ｘ１ － αｗ１ － Λ４（ｔ）（ｙ２ ｚ２ ＋ ｈｗ２）
－ Λ
·
４（ｔ）ｗ２ － Λ４（ｔ）ｕ４ ．

（１６）

基于主动控制思想，设计如下的同步控制器和参数
更新规则：

ｕ１ ＝
１

Λ１（ｔ）（α１（ｙ１ － ｘ１）

－ Λ１（ｔ）（ａ１（ｙ２ － ｘ２）＋ ｗ２）
＋ γ１ｗ１ － Λ

·
１（ｔ）ｘ２ ＋ ｅ１），

ｕ２ ＝
１

Λ２（ｔ）（ｘ１（ｒ１ － ｚ１）－ Λ２（ｔ）

× （ｄ１ ｘ２ － ｘ２ ｚ２ ＋ ｃ１ ｙ２）
－ ｙ１ － Λ

·
２（ｔ）ｙ２ ＋ ｅ２），

ｕ３ ＝
１

Λ３（ｔ）（ｘ１ ｙ１ － β１ ｚ１
－ Λ３（ｔ）（ｘ２ ｙ２ － ｂ１ ｚ２）
－ Λ
·
３（ｔ）ｚ２ ＋ ｅ３），

ｕ４ ＝
１

Λ４（ｔ）（－ ｘ１ － α１ｗ１
－ Λ４（ｔ）（ｙ２ ｚ２ ＋ ｈ１ｗ２）
－ Λ
·
４（ｔ）ｗ２ ＋ ｅ４）；

（１７）

α·１ ＝ （ｙ１ － ｘ１）ｅ１ － ｗ１ ｅ４ ＋ α～，
β
·
１ ＝ － ｚ１ ｅ３ ＋ β

～，

γ·１ ＝ ｗ１ ｅ１ ＋ γ
～，

ｒ·１ ＝ ｘ１ ｅ２ ＋ ｒ～，
ａ·１ ＝ － Λ１（ｔ）（ｙ２ － ｘ２）ｅ１ ＋ ａ～，
ｂ
·
１ ＝ Λ３（ｔ）ｚ２ ｅ３ ＋ ｂ

～，
ｃ·１ ＝ － Λ２（ｔ）ｙ２ ｅ２ ＋ ｃ～，
ｄ
·
１ ＝ － Λ２（ｔ）ｘ２ ｅ２ ＋ ｄ

～，
ｈ
·
１ ＝ － Λ４（ｔ）ｗ２ ｅ４ ＋ ｈ

～，

（１８）

其中，α１，β１，γ１，ｒ１，ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１，ｈ１ 分别用来估计未
知参数α，β，γ，ｒ，ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｈ，α～ ＝ α － α１，β

～
＝ β －

β１，γ～ ＝ γ － γ１，ｒ～ ＝ ｒ － ｒ１，ａ～ ＝ ａ － ａ１，ｂ
～
＝ ｂ － ｂ１，

ｃ～ ＝ ｃ － ｃ１，ｄ
～
＝ ｄ － ｄ１，ｈ

～
＝ ｈ － ｈ１ ．

定理２ 　 对于任意给定的比例函数矩阵Λ（ｔ）
和初始条件，在同步控制器（１７）和参数更新规则
（１８）的作用下，可实现ＬＳ系统（６）和超混沌Ｃｈｅｎ
系统（１５）的修正函数投影同步，且未知参数可估计
至真值．

证明　 将同步控制器（１７）代入误差方程（１６）
式，得
ｅ·１ ＝ （ｙ１ － ｘ１）α～ ＋ ｗ１ γ～ － Λ１（ｔ）（ｙ２ － ｘ２）ａ～ － ｅ１，
ｅ·２ ＝ ｘ１ ｒ～ － Λ２（ｔ）（ｘ２ ｄ

～
＋ ｙ２ ｃ

～）－ ｅ２， （１９）
ｅ·３ ＝ － ｚ１ β

～
＋ Λ３（ｔ）ｚ２ ｂ

～
－ ｅ３，

ｅ·４ ＝ － ｗ１ α
～ － Λ４（ｔ）ｗ２ ｈ

～
－ ｅ４ ．

选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
Ｖ ＝ １

２
（ｅＴｅ ＋ α～ ２ ＋ β～ ２ ＋ γ～ ２ ＋ ｒ～ ２

＋ ａ～ ２ ＋ ｂ
～ ２ ＋ ｃ～ ２ ＋ ｄ

～ ２ ＋ ｈ
～ ２）， （２０）

将其沿（１９）式求导，并将更新规则（１８）式代入，得

Ｖ
·
＝ ｅＴｅ·＋ α～ α

·～ ＋ β～ β
·～
＋ γ～ γ

·～ ＋ ｒ～ ｒ·～ ＋ ａ～ ａ·～

＋ ｂ
～
ｂ
·～
＋ ｃ～ ｃ

·～ ＋ ｄ～ ｄ
·～
＋ ｈ
～
ｈ
·～

＝ ｅ１ ｅ·１ ＋ ｅ２ ｅ·２ ＋ ｅ３ ｅ·３ ＋ ｅ４ ｅ·４ － α
～ α·１ － β

～
β
·
１ － γ

～ γ·１

－ ｒ～ ｒ·１ － ａ～ ａ·１ － ｂ
～
ｂ
·
１ － ｃ

～ ｃ·１ － ｄ
～
ｄ
·
１ － ｈ

～
ｈ
·
１

＝ － ｅ２１ － ｅ
２
２ － ｅ

２
３ － ｅ

２
４ － α

～ ２ － β
～ ２ － γ～ ２

－ ｒ～ ２ － ａ～ ２ － ｂ
～ ２ － ｃ～ ２ － ｄ

～ ２ － ｈ
～ ２

＝ － ２Ｖ． （２１）
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类似于定理１的证明，可知在同步控制器（１７）和参
数更新规则（１８）的作用下，ＬＳ系统（６）和超混沌
Ｃｈｅｎ系统（１５）能实现修正函数投影同步，且未知参
数估计至真值．证毕．

注３ 　 如果ＬＳ系统（６）或超混沌Ｃｈｅｎ系统
（１５）的参数是已知的，运用上述控制策略，去掉其
中相应的参数更新规则，即可实现函数投影同步．

５ 数值仿真
例１　 考虑由（６）式和（７）式构成的驱动响应

系统，选择系统参数α ＝ １，β ＝ ０ ７，γ ＝ １ ５，ｒ ＝ ２６
和ｌ ＝ ３５，ｍ ＝ ４ ９，ｎ ＝ ２５，ｊ ＝ ５，ｋ ＝ ３５，ｓ ＝ １００；
系统初始值（ｘ１（０），ｙ１（０），ｚ１（０），ｗ１（０）） ＝ （－ １，
１，２，０）和（ｘ２（０），ｙ２（０），ｚ２（０），ｗ２（０））＝ （２，３，－
２，２）；参数估计初始值α１（０）＝ β１（０）＝ γ１（０）＝
ｒ１（０）＝ ｌ１（０）＝ ｍ１（０）＝ ｎ１（０）＝ ｊ１（０）＝ ｋ１（０）
＝ ｓ１（０） ＝ ０ ；比例函数Λ１（ｔ） ＝ Λ３（ｔ） ＝ ２ ＋
ｓｉｎ（ｔ），Λ２（ｔ）＝ Λ４（ｔ）＝ ２ ＋ ｃｏｓ（ｔ）． 用四阶Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ法进行数值仿真，选取步长为０ ００１．仿真结
果如图１和图２所示．可见，随着时间ｔ的增长，误
差信号都渐近衰减到零，表明ＬＳ系统和超混沌
ＣＹＱＹ系统的状态按照给点的函数比例趋于同步．
同时，未知参数收敛到真值α ＝ １，β ＝ ０ ７，γ ＝
１ ５，ｒ ＝ ２６和ｌ ＝ ３５，ｍ ＝ ４ ９，ｎ ＝ ２５，ｊ ＝ ５，ｋ ＝ ３５，
ｓ ＝ １００ ．

图１　 同步误差曲线

　 　 例２ 　 考虑（６）和（１５）式构成的驱动响应系
统，选择系统参数α ＝ １，β ＝ ０ ７，γ ＝ １ ５，ｒ ＝ ２６和
ａ ＝ ３５，ｂ ＝ ３，ｃ ＝ １２，ｄ ＝ ７，ｈ ＝ ０ ６ ；系统初始值
（ｘ１（０），ｙ１（０），ｚ１（０），ｗ１（０）） ＝ （－ １，１，２，０）和
（ｘ２（０），ｙ２（０），ｚ２（０），ｗ２（０））＝ （４，３，－ ２，２）；参

图２　 参数估计变化曲线　 （ａ）α１，β１，γ１，ｒ１ 变化曲线，（ｂ）ｌ１，
ｍ１，ｎ１，ｊ１，ｋ１，ｓ１ 变化曲线

数估计初始值α１（０）＝ β１（０）＝ γ１（０）＝ ｒ１（０）＝
ａ１（０）＝ ｂ１（０）＝ ｃ１（０）＝ ｄ１（０）＝ ｈ１（０）＝ １０ ；比
例函数Λ１（ｔ）＝ Λ３（ｔ）＝ ２ ＋ ｓｉｎ（ｔ），Λ２（ｔ）＝ Λ４（ｔ）
＝ ２ ＋ ｃｏｓ（ｔ）． 用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法进行数值仿
真，选取步长为０ ００１．仿真结果如图３和图４所
示．可见，随着时间ｔ的增长，误差信号都渐近衰减
到零，表明ＬＳ系统和超混沌Ｃｈｅｎ系统的状态按照
给定的函数比例趋于同步．同时，未知参数收敛到
真值α ＝ １，β ＝ ０ ７，γ ＝ １ ５，ｒ ＝ ２６和ａ ＝ ３５，ｂ ＝
３，ｃ ＝ １２，ｄ ＝ ７，ｈ ＝ ０ ６ ．

图３　 同步误差曲线
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图４　 参数估计变化曲线　 （ａ）α１，β１，γ１，ｒ１ 变化曲线，（ｂ）ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１，ｈ１ 变化曲线

６ 结 论
针对三个超混沌系统，即ＬＳ 系统、超混沌

ＣＹＱＹ系统和超混沌Ｃｈｅｎ系统，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳
定性理论和主动控制思想，设计合适的非线性同步

控制器以及未知参数的更新规则，实现了ＬＳ系统
和超混沌ＣＹＱＹ系统及ＬＳ系统和超混沌Ｃｈｅｎ系
统的修正函数投影同步．而且，所设计的参数更新
规则可将未知参数估计至真值．鉴于函数投影同步
的特点，将其应用到混沌保密通讯中，具有更强的
保密性能．
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