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研究具有大范围运动和非线性变形的柔性梁的有限元动力学建模 )采用有限元方法对梁结构进行离散，利用
*+,-+.,/方程建立系统的精确动力学方程 )该方程不仅增加了新的表征纵向、横向、侧向弯曲变形，以及扭转变形的
耦合项，同时包含了变形运动与大范围运动之间的相互耦合项 )

关键词：大范围运动，非线性变形，柔性梁，有限元动力学建模

!"##：$’%$，$0("，(1#$

!国家自然科学基金（批准号：#$1"%#’’）资助的课题 )

! 234+56：75.,89:;<.=>9) /?9) @.

# A 引 言

随着柔性结构朝着大型、复杂、大范围运动等方

向发展，系统中出现了许多用线性理论无法解释的

现象，从而引起人们对结构的非线性特性研究越来

越重视［#—(］)对于具有大范围运动和非线性变形的
柔性梁，建立其刚3柔耦合系统动力学方程［0—B］，可
用运动弹性动力分析法（C2D 法）、零次近似模型
（将柔性体上任一点的位移分解为随连体坐标系的

刚体运动和柔性变形两部分）、一次耦合模型（考虑

了梁、板等结构的轴向、横向变形对纵向变形的影

响，考虑了变形的几何非线性作用以及由此引起的

刚度项的变化 )但在计算变形时忽略了扭转变形的
影响；在考虑变形相互耦合作用时，只考虑了横向变

形（平面）或横向、侧向变形（空间）所引起的轴向缩

短，而未考虑这些变形在横向、侧向的耦合作用）)但
以往的建模方法为了使计算简单便于应用，在建模

过程中都忽略了对系统影响较小的部分，因而所考

虑的耦合因素有所欠缺［&—##］)为了提高求解精度，本
文将对柔性梁的有限元建模方法进行研究 )

% A 平面柔性梁的运动动力学分析

为了对作任意大范围的柔性梁进行运动动力学

分析，建立如图 #所示的坐标系 )其中 !$ 为惯性坐
标系，!# 为固结在未变形柔性梁中性轴上的连体坐
标系 )

图 # 柔性梁段的坐标系选取

下面针对作大范围运动平面柔性梁的运动和变

形特性（图 %），导出其动力学方程 )

$%&% 系统动能

设梁非中线上任一点 ! 的位置矢量在连体坐
标系 !# 下的坐标列阵［0］为

"! E "!$
F "!" ) （#）

将梁分为 # 个单元，$! 为单元长度 )设 #%，#，

#%，%为第 % 个单元的形函数阵，该单元内任一点 !
对应的位移量依次为 &$，’$，即轴向伸缩变形、横向
弯曲变形，则
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图 ! 作大范围运动的平面柔性梁段
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设 "%" ( )# 为总体变形位移列阵

"$，% ( )# # #$"%" ( )# ， （*）
其中，#$ 为由单元编号决定的布尔（+,,-.）指示矩
阵［$!，$%］( (引入转化矩阵 $，"%" ( )# 可表示为

"%" ( )# # $"% ( )# ，

"% ( )# 为独立的总体变形位移列阵，根据梁的边界
条件，确定不同的转化矩阵 $，例如对于一端铰支
一端自由结构，
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将（1）式代入（!）式，可得
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由上面各式可得［)］*, 和 *,%，这样柔性梁上任意

一点 , 的矢径在惯性坐标系下可表示为

&, # &" 0 ’(, # &" 0 ’ (,"
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式中，’ #
6,7! 4 783!
783! 6,7[ ]

!
为连体坐标系相对于惯

性坐标系的旋转矩阵，（$!）式对时间求一次导数，得
任一点 ,在惯性坐标系下的速度 &·, ( 这样就可得到
平面柔性梁的动能
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式中"为密度，设 /，0 分别为梁的横截面积和长
度，有
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与零次耦合模型相比较增加了耦合项 $，% 及
划线项，与一次耦合模型相比增加了划线项 &

!"!" 系统势能

平面柔性梁上任一点 % 的正应变为
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略去二次以上耦合项，有
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由于"$) ’ "，柔性梁为各向同性线性材料，应力,应
变关系为

#$$ ’ *"$$，$$) ’ $+"$)， （)-）
梁的应变势能为
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!"#" 外力对应的广义力

设柔性梁的分布外力（含体力）坐标列阵为

(4 ’ 0) 0[ ]$
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系统的广义坐标为
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令&)" # $，"# ’ "，"&0 ’ $，则外力做功为
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令&)" ’ $，&%#"，&&0 ’ $，梁上任一点的位移矢量在
惯性坐标系下为
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其中，(34 ’ , # (4 ’ 03) 03[ ]$
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则外力对应的广义力为
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!"%" 刚&柔耦合系统的动力学方程

将（)2），（)1），（$1）式代入 45675869方程
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得运动规律未知的刚’柔耦合系统的动力学方程
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% . 结 论

本文利用 /0120314方程建立具有大范围运动和
非线性变形的柔性梁的有限元动力学方程 -该方程
不仅增加了新的表征纵向、横向、侧向弯曲变形，以

及扭转变形的耦合项，同时包含了变形运动与大范

围运动之间的耦合项 -
常规的有限元模型，是一种零次的近似模型，即

用线性关系来拟合变形，对于大柔性高速多体系统，

该方法的准确性值得怀疑 -而通过本项目的研究，可
以用一次或二次近似模型来拟合变形，有助于研究

像航天器这样的大柔性高速系统 -
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